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Abstract 
This work deals wiih contrai sets a.nd chain contrai sets for semigroup actions. It is 
divided in seven Chaptcrs. Cbapter l, revises the results on contrai sets which will be 
nedded in the development of this work. It also gives a table showing the maximum 
number of contrai sets on thc flag manifolcls of the real simple non compact Lie gronps. 
Chapter 2, studies the behavior of the contrai sets in fiber bundles. In Chapter 3 we 
determine the maximum number of contrai sets on the projective spaces. Chapter 4, 
analyses controllability of control systems where the system semigroup is a snbsemigrm1p 
o[ the simpletic group. In 1;he Chapters 5,6 anel 7 we define anel study the .F-chain contrai 
sets. 
RESUMO 
Este trabalho trata dos conjuntos controláveis e dos conjuntos controláveis por cadeias 
para ações de subsemigrupos de grupos de Lie. Ele é dividido em sete capitulas. No 
Capitulo l, apresentamos uma revisão dos resultados sobre conjuntos controláveis que 
serão necessários ao desenvolvimento deste trabalho. Exibimos também uma tabela com o 
número máximo de conjuntos controláveis nas variedades flag dos grupos de Lie simples 
reais e não compactos. No Capitulo 2, estudamos como se comportam os conjuntos 
controláveis em fibrados. No Capitulo 3, determinamos o número máximo de conjuntos 
controláveis nos espaços projetivos. No Capitulo 4, analisamos a controlabilid~de de 
sistemas de controle onde o 11emigrupo do sistema é um subsemigrupo do grupo simplético. 
Nos Capitulas 5,6 e 7 definimos e estudamos os conjuntos controláveis por F-cadeias. 
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0.1 Introdução 
Um conceito fundamental nas teorias de controle é o de semigrupo de transformações 
definido pelo fluxo de um sistema. de controle. Este semigrupo é conhecido como s~mi­
grupo do sistema. Muitas questões relacionadas ao sistema de controle, inclusive a de 
sua controlabilidade, dependem somente da ação do semigrupo do sistema. Assim, essas 
questões podem ser abstraidas para um contexto ma.is geral onde se con.sideram ações 
arbitrárias de semigrupos. Esse procedimento nos proporciona uma interrelação frutffcra 
entre as teorias de semigrupos ele Lie e a de sistemas de controle (como fonte de referência 
veja [17, 18] ). 
Recentemente, o estudo do comportamento assintótico das trajetórias de controle, 
que são dadas atravé.'l da ação do Acmigrupo de controle, tem sido import.ant.e no en· 
tendimento dos aspectos dinâmicos dos sistemas de controle. Este estudo foi feito por 
F.Colonius e W.Kliemann em [8, 9, 10, 11, 12]. Ali, muitos dos conceitos usuais em 
sistemas dinâmicos tais como conjuntos limite, conjuntos de recorrência, recorrência por 
cadeias, transitividacle topológica c decomposição de Morse são analisados para urn sis-
tema dinâmico obtido a partir do sistema de controle. Um dos principais conceitos 
utilizados no entendimento dos a.spect.os dinâmicos dos sistemas de controle sã.o os de 
conjuntos controláveis e conjuntos controláveis por cadeias. Um con_junto controlável é 
um subconjunto do espaço de fase onde o sistema. é controlável, ou semelhant.emente, 
um subconjunto onde o semigrupo de controle age t.rausitivamcnte (veja Defmiçã.o 1 ). 
Um conjunto controlável por cadeias é um subconjunto tal que dois quaisquer de seus 
pontos podem ser ligados por ca.deia.s construida.s a partir da ação do semigrupo de cont-
role (veja Definição 6). 1\.s noçÕe.'l de conjuntos controláveis e conjuntos controláveis por 
cadeias podem ser abstraidas para semigrupos arbitrários, e em particular para ações de 
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subsemigrupos de grupos de Lie em seus espaços homogêneos. 
Neste trabalho tratamos, prinr.ipalmente, das ações de subsemigrupos de grupos de 
Lie semisimples em seus espaços homogêneos. Estamos particularmente interessados nos 
conjuntos controláveis e nos conjuntos controláveis por cadeias para estas ações. 
San Martin L.A.B. e Tonelli P.A. estudaram em [29] (veja também (25, 3l}) os conjun-
tos controláveis para ações de semigrupos de grupos de Lie semi-simples, nas variedades 
flag destes grupos ( Fronteiras de Furstenberg ). A análise destes conjuntos controláveis 
mostrou-se uma ferramenta útil ao entendimento de algumas propriedades dos semigru-
pos nos grupos de Lie semisimples. Por exemplo, em [29] um subgrupo W(S) do grupo de 
Weyl W do grupo de Lie G foi construido a. part.ir de um semigrupo S C G com interior 
nào vazio em G. O subgrupo TV(S) determina o número de conjuntos controláveis nas 
variedades flag de G e o número de tais conjuntos é dado através de um espaço quociente 
duplo envolvendo l..V(S). Além disso, VV(S) descreve exatamente o t.ipo dos elementos 
diagonalisáveis que podem ser encontrados no int.erior do semigrupo. Nosso trabalho é 
ba..<;cado no contexto adotado em [25, 29, 31]. 
Aqui, apresentamos resultados adicionais sobre conjuntos controláveis e definimos 
conjuntos controláveis por cadeias para ações de semigrupos em geral. Buscamos também 
obter resultados como os de Sau Martin L.A.B. e Tonelli P.A. [29] para os conjuntos 
controláveis por ca,deias. 
Existe, entretanto, uma questã.o básica. envolvendo a definiçã.o formal de um conjunto 
controlável por cadeias. Definimos um mnjunt.o controlável por cadeias como um sub-
conjunto tal que seus pontos podf'm sN ligados por cadeia.<; no semigrupo.(veja IJdlniçiio 
6 abaixo). Entretanto, não é n~alfst.im tomar cadeias arbitrárias no semigrupo. Isto, por 
um lado t.rivializaria este conceito, e por outro lado não cobriria o conceito de conjun-
tos controláveis por cadeias para sistemas de cont.role. No caso de conjuntos controláveis 
para sistemas de controle necessitamos que as cadeias envolvam trajetórias do sistema em 
tempo suficientemente grande. Assim, definimos a noção de conjuntos controláveis por 
.F-cadeias onde .F é uma famflia de subconjuntos do semigrupo. Ao contrário dos cor1jun-
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tos controláveis 1 os conjuntos controláveis por cadeias não são definidos iutrinsecament.f', 
mas dependem da familia :F. 
Analisamos os conjuntos controláveis por .F-cadeias para ações de sem1grupos em 
espaços homogêneos e em especial no caso das variedades flag. Nossa técnica princi-
pal é baseada no fato de que é possfvel obter os conjuntos controláveis por F-cadeias 
c:omo intersecções de conjuntos controláveis para semigrupos gerados por subconjuntos 
do semigrupo original. Aplicamos, então, os resultados de [29] de modo a definir um 
subgrupo W.r(S) do grupo de Weyl que nos fornece o número de conjuntos controlávPis 
por .F-cadeias nas variedades flag. 
Quanto aos conjuntos controláveis, eles foram estudados, nos espaços projetivos por 
F. Colonius e W. Kliemann em [lO]. Um dos n~sultados desse art.igo é o de fJIIC s~ o semi-
grupo S é um semigrupo de cool.role entã.o existem no máximo n conjuntos conjnut.os 
controláveis paraS em Rr~-l (veja [10] Teorema 3.10). Com as hipóteses a.ssumida.s em 
[10] (acessibilidade local), o semigrupo de controle tem interior não vazio no gmpo do 
sistema e o grupo do sistema age transitivamente no e~paço projetivo. O rcsult.ado men-
cionado acima é obtido em [lO] pela análise das decomposições espectrais dos elementos 
de S. No Capitulo 3 deste trabalho, mclhommos a estimativa do número máximo clc con-
juntos controláveis dada em [10]. Utilizamos, entretanto, outra técnica na determinação 
do número máximo de conjuntos controláveis. Essa técnica é baseada nos resultados de 
[29J sobre o número de conjuntos controláveis em variedades flag para subsemigrupos de 
grupos de Lie semi-simple.s. Consideramos subsemigrupos de grupos de Lie lineares, G, 
tratJsitivos tlOS espaços projetivos. Um grupo de Lie G linear e transitivo no espaço pro-
jetivo é redutivel e, portanto, quase semisimples. Urna lista desses grupos nos é fornecida 
em [6, 7]. Com ajuda desta lista fazemos urna análise, caso a caso1 dos grupos t.rt~.nsi­
tivos e determinamos o número máximo de conjuntos controláveis. Em cada caso existe 
uma fibração do espaço projdivo, que é um espaço homogêneo de G, numa variedadr 
flag de G. Esta fibração dc·fine um fibrado principal com grupo estrutural compado. 
Assim, o número de conjuntos controláveis no espa.ço projetivo coincide com o ntÍmero 
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de conjuntos controláveis numa variedade flag. Dessa maneira, utilizando os resultados 
de [29] obtemos o número máximo de conjuntos controláveis no espaço projetivo pa.m 
subsemigrupos de interior não vazio em G. Segue-se então que a estimativa é n, corno 
em [10], en:1 alguns casos, porém em outros ela cai para n/2 ou n/4. 
Em [27] San Martin L. estudou a controla.bildade global de sistemas de controle à 
tempo discreto da forma 
onde Xm E Rn, A e B são matrizes em sl(n, R), a álgebra de Lie das mat.rizes de tra.ço 
zero, eu assume qualquer valor real. Por controlabilidade global queremos dizer a atingi-
bilidade a partir de qualquer estado inicial :r0 =f:. O de qualquer estado final x =f:. O at.rav~s 
de iterações do sistema. Mostrar cont.rolabilidade global é equivalente a mostrar que o 
semigrupo do sistema que é 
"- { A+H!B eA+umB. u· E R > l} ,,_e ... . , ,,rn_ 
é todo o Sl(n, R). Isto é equivalente a mostrar que S não é de um determinado tipo 
(veja [27] Teorema 2.2). Em [27] são dadas condições sobre as matrizes A e B de modo 
que o sistema se torne globalmente controlável. Neste trabalho mostramos rf'sultados 
semelhantes aos de [27] para o caso em que A e B são matrizes na álgebra de Lie do 
grupo simplético. Neste caso o semigrupo do sistema é um subsemigrupo do grupo 
simplético. Para fazer isto precisamos determinar os flags mini mais do grupo simplét.ico 
que sâ.o as grassmanniH.llRS doR sHhcRpaços isotsópicos. Apresentamos t.amhérn condições 
sohrc controlabilidade de sistctna.R de controle bilineares do t.ipo 
x =(A+ uB)x 
No caso em que A e B sao matrizes em 5l(n, R) Gauthier, .J.P. e G. Born(Lrd em 
[15] deram condições sobre esta.s matrizes para que o sistema bilinear seja controlá.vel. 
Utilizando a mesma técnica de demonstração que Sa.n Martin L.A.B. em [27] e admitimlo 
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que A e B s.io matrizes na álgebra de Lie do grupo slmplético, determinamos condições 
sobre as matrizes A e B para que o sistema bilinear seja controlável. 
De maneira detalhada, o contctído dos capitulas é o seguinte: 
No Capitulo 1, definimos conjuntos controláveis para ações de semigrupos c apre-
sentamos alguns resultados necessários ao desenvolvimento desl,e trabalho. Aprcscnta.-
mos também uma revisão dos principais resultados sobre conjuntos controlá.veis pam 
ações de subsemigrupos de grupos de Lie semisimples nas suas variedades nag (Pron-
teiras de Furstenberg). Finahm~ntP, os diagramas de Sata.ke nos possibilitam apresentar 
uma tabela onde é dado o JJÚmero máximo de conjuntos controláveis nas variedades flag 
dos grupos de Lie simples reais c não compactos. 
No CapÍtulo 2, estudamos como s~ comportam os conjuntos controláveis, para. a a.çào 
de um semigrupo, em fi brados principais e seus fi brados associados. Demonstramos que 
a int.ersecção do conjunto de l.ransitividade, do conjunto controlável no espaço total do 
fi brado associado a um fibrado principal, com urna fibra é o conjunto de trausitividade de 
algum conjunto controlável na fibra. Mostramos t.ambém que no fibrado associado a. um 
fibrado principal, com fibra tfpica um fla.g maximal, o número de conjuntos controlá.veis 
nas fibras é sempre o mesmo. 
No Capitulo 3, determinamos o m.ímero máximo de conjuntos controláveis nos espaços 
projetivos para a. a.çào de subsf'rnigrupos de um grupo de Lic linear que é transitivo no 
espaço projetivo. 
No Capitulo 4, analisamos a cont.rolabilidade de sistemas bilineares e controlabilidade 
global de sistemas de controle à tempo discret.o. Em ambos os casos o semigrupo do 
sistema é um subsemigrupo dP grupo simplético. Mostramos que os flag minimais do 
grupo simplético são a.s gr<J.l'!srnannianas dos subespaços isot.rópicos e determinamos a 
variedade aberta e densa que aparece na. decon1posição de Bruhat dessas variedades. 
No Capitulo 5, discutimos o conceito de Conjuntos Controláveis por Cadeias para 
ações de subsemigrupos de Grupos de Lie em Espaços Homogêneos. ERt.cndemos esta. 
noção para semigrupos que não J)["OV~tn ncces.'iariarnente de um Sistema de Controle. 
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Além disso, a.presentamos alguns resultados sobre conjuntos controláveis por cadeias. 
No Capitulo 6, caracterizamos os conjuntos controláveis por cadeias como intersecções 
de conjuntos controláveis para semigrupos gerados por vizinhanças de S. Apresenta-
mos também alguns resultados sobre r:onjuntos controláveis por cadeias em fibrados. 
Mostramos ainda, que se x é um ponto fixo para um elemento no fecho de um semigrupo 
então x pertence a um conjunto controlável por Foo -cadeias. Além disso, apresentamos 
um resultado que nos diz onde reside o w-limit.e de um ponto num espaço homogêtwo 
compacto em relação a ação de um elemento no fecho de um semigrupo. 
No capitulo 7, utilizamos a caraderizaç.io dos conjuntos controláveis por cadeias como 
intersecção de conjuntos controláveis para determinar o número de conjuntos controláveis 
por cadeias , efetivos, numa variedade flag. Obtemos, também, informações sobre age-
ometria do conjunto controlável por C<Hleia. que contém o conjunto controlável invariallte. 
Além disso, apresentamos alguns resultados que nos dizem quando um semigrupo é tran-
sitivo por cadeias numa variedade flag. 
lO 
Capítulo 1 
Conjuntos Controláveis 
Neste trabalho estamos interessados nos conjuntos controlá.veis para ações de semigru-
pos em espaços homogêneos. Portanto, neste capitulo, fazemos urna revisão dos principais 
resultados sobre conjuntos controláveis em espaços homogêneos. 
Definiremos conjuntos controláveis e apresentaremos alguns resultados necessários ao 
desenvolvimento do trabalho. 
Posteriormente, apresentaremos uma revisão dos principais resultados sobre conjun-
tos controláveis para ações de subscmigrupos de grupos de Lie semi-simples, nas suas 
variedades fiag (Fronteiras de Furstenberg). 
Em [29] são dados exemplos dos grupos Sl(n, R) e Sp(n, R), onde se determinam o 
número máximo de conjuntos controlá.veis na.s variedades flags destes grupos para a açào 
de um subsemigrupo qualquer de interior não vazio. Na última seção deste capitulo1 
exibimos uma tabela que nos dá o ntÍ.nwro máximo de conjuntos controláveis numa var-
iedade flag de um grupo de Lic simples real c não compacto para a ação de um semigrupo 
de interior não vazio contido neste grupo. 
1.1 Preliminares sobre conjuntos controláveis. 
Nesta. seçao definiremos conjuntos controlá.veis para açoes de senugrupos c a.pre-
ll 
sentaremos algum resultados qu~ serão utilizados posteriormente neste trabalho. Veja 
[8, 9, 10, 11, 12] para resultados sobre conjuntos controláveis para sistemas de controle e 
[29, 31, 33] para conjuntos controláveis para ações de semigrupos. 
Para isso, sejam S um semigrupo e M uma variedade. Suponhamos que S age em M 
como um semigrupo de difeomorfismos. 
Definição 1 Um conjunto controlá1Jd para S em M é nm subconjunto D C M que 
satisfaz 
I. intD # 0, 
2. \fx E D, lJ C Je(Sx) e 
3. D é maximal satisfazendo estas propriedades. 
Segue-se imediatamente da condição 3 que dois conjuntos controláveis ou são disjuntos 
ou coincidem. 
Admitiremos inicialmente que S é acessfvel, ou seJa, int(Sx) #- 0 para todo x E 
M. Suporemos também que int(5'~ 1 x) #- 0. Pela condição 2 os conjuntos controláveis 
são subconjuntos onde o semigrupo é aproximadamente transitivo. Esta transitividade 
aproximada pode ser melhorada para transitivida.de exata dentro de um subconjunto 
denso de D como segue: Seja 
D, = {x E D' .x E int(Sx) n int(S-'x)). 
Proposição 1 Suponha 0 0 #- 0. Então são verdadeiras: 
1. D C int(S'~ 1 x) para todo x E D0 . 
2. Do= int(S~ 1 x) n int(Sx) para todo X E Do 
3. Para. quaisquer x, y E D 0 existe g E S com g.1; = y. 
4. Do é denso em D 
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5. Do é S-invariante em D, no seguinte sentido: Se h E S, x E D0 e hx E D então 
hx E Do 
Demonstração: 1. Tomemos y E De x E D0 • Como x E De x E int(S-1 x) temos 
que int(S-1x) n D #- 0. Desde que y E De int(S-1 x) é uma vizinhança de x temos por 
2. na definição de conjunto controlável que existe g E S tal que gy E int(S- 1.t:). Dai 
y E g-1int(S-1x) C int(S- 1x). 
2. Seja X E Do e y E int(Sx) n int(S-'x). Então X E Sy e X E s-'y. Dai Sx c Sy e 
s-'x C s-1 y o que implicae1n int(Sx) C int(Sy) e int(S-1x) c int(S-1y). Portanto, 
y E int(Sx) n int(S- 1x) c int(Sy) n int(S-1y) e y E Do. Reciprocamente, se .t:,y E 
D0 então por 1., y E int(S-1 x) e :r E int(S-1y). Logo existeg E S tal queg.t: = y. Como 
X E int(Sx) temos que y = g:r E gínt(Sx) c int(Sx). Portanto y E int(Sx) n int(S- 1:r-) 
e Do c int(Sx) n int(S-'x). 
3. Segue imediatamente de Do c int.(S.r-) n int(S-1x). 
4. Tomemos x E Do. Como Do= int(S:r:)nint(S-1x) e int(Sx) e int(S-1:r-) são abertos 
temos que feDo= fe(ini.(S:r)) n int(S-1:r). Mas, por "1. temos que D c int(S-1x). Por 
outro lado D C fe(S.x) C fe(Sint(Sx)) C fe(int(S.x)). Portanto D C feD0 e Do é 
denso em D. 
5. Seja h E S, x E Do e suponha que hx E D. Como x E int(Sx) temos que 
hx E int(Sx) .Temos também por 1. que hx E int(S-1x), e portanto hx E int(S:x) n 
int(S-'x) = D0.D 
Definição 2 Dcfinimo.s Do como o conjunto de iransitívidade em D . D será dito um 
conjunto cont1·olável efetivo se Do #- 0. 
Convém observar que se a variedade M é homogênea e se Sé um subsemigrupo de um 
grupo de Li e G e se S tem interior não vazio então { x E D : x E ( intS)x} = { x E lJ : x E 
int(Sx) nint(S-1x)}. De fato, se :r E (intS)x então X E (intS)x n (intS)-1 .'1: que é um 
aberto contido em int(S:~;) n int(S-1x). Reciprocamente, seja x E int(Sx) n int(S-1x) 
ex E D. Então, como {x E D : x E (intS)x} é denso em D existe y E {x E D : 
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x E (intS)x} tal que y E int(S- 1:r) e da.{ existe g E S tal que gy = x. Por outro la.do, 
existe h E intS ta.l que hx = y. Aflsim hgx = x com hg E intS ex E (intS).cz:. Assim, 
podemos definir Du = { x E D : :r E ( intS)x} como foi feito em [29] Proposição 2.2. 
Neste caso temos também que uma propriedade adicional satisfeita por D0 é a de que 
Do= (intS)D n IJ. 
ObserV(~mos que para sisÜ'Ill<J..s de controk invariantes à, direita, que sn.t,isfazcm a 
propriedade de a.r.cssibilidadc local, todo conjm1to controlável é efetivo. De fat.o, neste 
caso o semigrupo de controle t.em interior não vazio e sabe-se que a identidade 1 E 
fe(intS). Portanto, se .1: E intD l.emos que (intS)xnD ~ 0 e dai D0 = (intS)/JnV ~ 0. 
Incluiremos, a.qtli, informações sobre os conjuntos controláveis invariantes. Para uma 
discussão detalhada do assnnt.o indicamos [25]. 
Definição 3 Um conjunto controlável im1m·iante paraS em M é um. conjunto confrolrívd 
C em M, C # 0 que é in11n.1·iantc pela ação de S, ou seja, se x E C e g E S então g:r E C. 
Sabemos de [25] que se S é um .<wmigrupo de interior não vazio agindo num espaç.o 
hornogêneo compacto (i f H ,~ntã.o, todo conjunto controlável invariante é cfet.ivo e Co = 
(intS)C. Neste caso, existe um número finit.o de conjuntos controláveis inva.riant.es e eles 
são fechados. 
Observemos que os conjuntos controláveis podem não existir para ações de semigrupos 
em espaços homogêneos quaisquer. Tomemos, como exemplo, o semigrupo das translaçôes 
{g: g(x) =.r+ t: t ::::_O} agindo na reta reaL 
Temos, ent.ão, a. seguinte proposição sobre a existência de conjuntos controláveis in-
variantes e que est.<Í demonstrada em [1]. 
Proposição 2 Suponha qne 
C= n fe(Sx)~0. 
xEM 
Então C é o 1inico conjnnt.o contmlá1Jel úwan:antc para S em M. O 
Relacionado ainda à existência de conjuntos controláveis, temos o seguinte res1dtado 
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Proposição 3 Suponhamos que g E S c seja f! um conjunto minimal para a ação de 
g em M. Então e.úste um conjunto cont1·olável D paraS em M tal que n c D. Além 
disso, se M é homogênea e g E údS' então f! c intD. Em particular, pontos fixo8 por 
g E intS estão no interior de cotl;iuntos conl1·oláveis. ( {33} ProJwsição 1.3 ). O 
Exemplo 1 Sejam G = Sl(n, R) e S C G o semigrupo das matrizes de entmdas nao 
negativas. Temos qnc 8 é wn subscmig1'U]JO de inlF.rior não vazio em Sl(n, R) . Consid-
eremos a. ação de Sl(n, R) em lU"'-' dada por g[vJ = [gvJ, v E R" - {0}, 9 E Sl(n, R) 
aqui [v] é o subespaço gerado por v .O conjunto 
C= {[Cr,, ... ,cr,)] E Rrn-l f x; 2: O} 
cot-respondente ao primeiro oclantc no e.<~paço euclidiano n dimensional é um conjunto 
cont1'0lável invariante para S. Para ver isto, tornemos x = (xt, ... 1 Xn) e y = (y1 , ••. , y.,) 
com Xi 1Yi >O. Defina g = ading(YtP;t, ... ,y11 /xn) onde a= XJ ... :-,;nfYt·--Yn, temos qne 
9 E S e g[xJ = [y] . Segue-se então qu.e pam [x] E intC, feS[x] =C. Como pam todo 
[.x] E C , existe g E S tal que 9[x] E intC temos que f eS[x] = C , e como C é fechado 
ele é um cm1jnnto controlá1Jcl inva1'iante pam. S em Jipn-l_ Pela Proposição 2, C é o 
tinico conjunto cont1'olável i1wario.ntc. Seu com.plemcntm·, c-, em Rpn-l é um conjunto 
controlável para S. 
Uma. generalização do exemplo acima. é dada no Exemplo 9. 
Terminamos esta seçã.o com um resultado demonstrado em [27] Proposição 3.2 que 
nos diz quando um conjunto controlável invariante é conexo. 
Proposição 4 Seja G um gntpo de Li c, G f [{ um espaço homogêneo de. G e S C G 
um subsemigrupo de i.ntcrior não t)(LZio. St~ponhamos que S é gerado por um snbconjunlo 
conexo r C G. Seja C um r:oujunlo contmlávcl invariante paraS em Gj H e suponlw.mos 
que e:r:istam h E r e x E C com h.r :::::::; :r. Bntâo C é conexo. O 
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1.2 Conjuntos controláveis em variedades flag 
Apreflcntamos a Rcgmr uma. nwmao dos principais resultados sobre conjuntos con-
troláveis para ações de subsemigrupos de grupos de Lie semi-simples, nas suas va.ricdades 
flag. 
Assim, consideraremos, nesta seção, G um grupo de Lie semi-simples e S C G um 
semigrupo th~ interior nií.o Wl.?.io ('llJ n. Considerarcmo.c;, tamb~m, o esp;u.;o homogAnco 
Gj H como uma variedade llag de G, ou seja, 1-1 é um subgrupo parabólico de G. 
Como referência ao leitor temos [:14, a6] para a teoria detalhada dos subgn1pos 
parabólicos e das variedades fla.g. Indicamos também [25, 29, 31] 1 caso seja necessário à 
leitura deste trabalho. 
Em [29] estudou-se os conjuntos cm1holií.veis em variedades flag. Ali, os conjunto!l de 
transitividade dos conjuntos controláveis foram caracterizados como conjuntos de pontos 
fixos de certos elementos (~Jll intS. Aquela caracterização nos fornece uma fena.menta 
para contar e distinguir os conjuntos controlá.veis. 
A seguir, recordaremos aqueles resultados. 
Seja g a álgebra de Lie de G e selecionemos uma decomposição de Cartan g = k + s 
de g, com involução de Cartan O, onde k é uma subá.lgebra cornpacttt imersa e s seu 
complemento ortogonal em relação à forma. de Cartan-Killing . 
Seja a C s uma subálgebra abeliaHa maximal, que será chamada subálgebra euclid-
Iana. Temos que a se decompõe em câ.mara.s de Weyl. Um elemento h E a P dito 
euclidiano e se h pertence a alguma d.mara de Weyl ele é dito euclidiano regular. Escol-
hamos uma câmara de Weyl, digamos a+. Associada a esta câmara existe um sist.ema de 
raizes positivas, denotado por Ll +. O sist.emo. simples de raizes gerando Ll + é denol.ado 
por II. 
O conjunto de todas as raizes é denotado por~' e é dado por Ll = ó+ U (-6,+). 
Pa.ra uma raiz a E~. seja g"' ={X E g: ad(l-J)X = a(lf)X} sen espaço de raiz. 
A subálgebra n+ = L:<>E.ó.+ g"' é nilpoi.ente. 1~\a fornece a decomposição de lwasawa 
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de g 
g = k +a+ n+ 
correspondendo à decomposição global G = /( AN+, onde f{ = exp k, A = exp a e 
N+ = cxp n+. O ~ubgrupo A é urn ~nbgrnpo euclidiano de G. Usaremo~ a notaçào 
A+ = exp a+ e no~ referiremos a este subconjunto como uma câmara de Weyl em G. 
Análogamente temos a definição de elemento euclidiano regular em G. 
Para um subconjunto B C ri denotaremos por Pe o subgrupo parabólico definido 
por 8. Sua álgebra de Lif' é -a ~ubálgebra Pe gerada por ne = Í:aE±e ga, e Pe é o 
nonnalizador de p 0 . A variedade flag associada é Be = G I P8 . Quando e é vazio o 
subscrito é omitido, assim F ~ um su h grupo parabólico mini mal e B = G I P é a varit~dad{' 
flag maximal de G. Denotaremos por b0 a origem em Gl P. 
Seja M o centralizador de A em /(, ou seja, 
M = {uE /(:uhu- 1 =h para todo h E A} 
= {u E f{: Ad{u)H = 11 para todo H E A}, 
M' = {u E I<: uAu-1 =A), 
= {u E f(: Ad(u)a =a}, 
o nonnalizador df'! A em f(. O grqpo finito 1-V = M* IM é o grupo de Weyl. 
Denotaremos por m a álgebra de Lie de M. O subespaço p = m ffi a ffi n+ é a 
subálgebra parabólica miuimal c é a álgebra de Lie do subgrupo parabólico minimn.l 
p = M AN+. Seja ne = LcvE<8>+ 9-r:. 'onde < e > + é o menor subconjunto fechado de 
6_+ contendo e. Temos que ne é a subálgebra de 11- = LaEl:l.+ 9-r:. gerada pelos espaços 
de raizes de -8. A subálgebra parabólica Pe é dada por 
Pe = nf> EB p 
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Estamos interessados ua açao dos elementos de A+ em B. Temos que h E A+, tem 
um número finito de pontos fixos em B. São eles {wb0 : w E W} onde W é o grupo de 
Weyl. Estes pontos fixos são hipPrbólicos com variedades instáveis e estáveis dadas por 
N+wb0 e N-wb0 respectivammlte, onde N- = O(N+) é o grupo nilpotente oposto a N+. 
A órbita N-b0 é aberta e densa e assim b0 é o único atrator para h. As outras variedades 
estáveis são de dimensão mais baixa. Nos referiremos a wb0 como um ponto fixo do tipo 
w para. os elementos de A+. 
As escolhas desses objd.os ni'í.o são 1Ínicas. De fato, dado g E G, uma conjugação por 
g leva-nos a outra escolha. Em particular, os G-conjugados de A, gAg-t sã.o os subgrupos 
euclidianos de G. Da tncsnm llHl.twira, os subconjuntos gA+ g- 1 são as cámaras de Wf'yl f'lll 
G. Como O~> elementos de ;t+, os <'lf'lllclllo.c; de gA+g- 1 também tem um mímcro fi1dto d(' 
pontos fixos quando agem em H. Eles são dados por gwb0 = (gwg- 1 )gb0 , w E W que sã.o 
transladados pelo grupo de Weyl gW g~ 1 ,conjugado de W do at,rator gb0 • Escolhamos, 
agora, uma câmara básica Jl+ no subgrupo euclidiano A e denotaremos um pont.o fixo 
gwb0 ,w E W de um elemento de gA+g- 1 como um po:nto fixo do tipo 10. Estes pontos 
fixos desempenham um papel central na descrição dos conjuntos controláveis para ações 
de semigrupos em B. 
Passemos a recordar os resultados de [29) (veja também [31]) sobre conjuntos con-
troláveis em B. Como anteriormente, S será um semigrupo com interior nã.o vazio em 
G. 
Proposição 5 Para t.odo w E W existe nm conjunto contmlável efetivo D 111 pa.ra S em 
B. Seu conjunto de transil.itJidadc ( Dw )o consiste dos pontos fixos do tipo w pam os 
elementos das cârnaras de Weyl em G interceptando intS. Existe um único con,jttnto 
controlável invariante D 1 cujo conjunto de transitividade é o conjnnto de atratores p1zm 
os elementos euclidia.nos em inlS. Além di.c;.<?o, qualquer conjunto controlável em /3 é D,, 
para alg1tm w E W. (veja {29} Teoremas :?.2,3.5). D 
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Proposição 6 O subconjurrto 
W(S)={wEW:Dw=Dt) 
é um subgrupo de W e W(S)w1 = TV(S)w2 se e só se Dw1 = Dlll2 assim w E W --t DtU 
fibra-se por VV( S') \ W definindo uma bijeçrio entre os conjuntos controláveis e VV( 8) \VF. 
( {2.9} .'Cçrio 4) O 
Proposição 7 Suponhamo.<> que a camam básica A+ é escolhida de tal maneu·a Q1lf 
A+ n intS #- 0. Então existe um subconjunto 8 do sistema simples de mfzes li tal q11c 
W(S) = W0 . Neste ca,so o conjunto mntrolável invariante é dado por D1 = 7r- 1(Ce) 
onde Ce I o único conjttnlo mnl.rolrít!rl imm.rinnte em 130 . Tcmo.'l lambfm qtlf r:.r.i.'ll.r h 
no fecho de A+ c n E N+ tal que h é fi.r.o por IV e e hn E intS. Além di.'lso, se eo é a. 
o1·igem de Be então c:e c N-(0 { {2.9} Corolá.·rin 4-4 e Proposição 4.8).0 
A seguir, relacionaremos os conjuntos controláveis na fronteira maximal com os con-
juntos controláveis na::; outras froiJteiras. 
Proposição 8 Seja 1r : B --t Be a fibmçâo canônica sobre a fronteira. Be. Então 
7r((Dw)o) é o conj1Lnto de tmnsitividade d('. um conjunt-o controlável em B 0 . Recipro-
camrnfe, nm conJnnto coutrolávd efetivo E rm. Be sati,~faz tr((Dw)o) = E0 para qno.lq11.rr 
tu E W tal que ( Dw )o n 1f~ 1 ( E0 ) i- 0, c o conjunto de tais conJuntos controláveis em B f 
não vazio. Temos também que em Be existe somente um conjunto controláw;l inva1·iantc. 
{ {29} Proposição .5.1) O 
De agora em diante, deuotaretnos por D~ o conjunto controlá.vel em Be cujo conjunto 
de transitividade é a projeção do conjunto de transitividade do conjunto controlável 
Dw em 13. Como complementação do último resultado temos o seguinte fato que foi 
demonstrado apenas parcialmellte em [29]. 
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Proposição 9 Seja Be uma fronlcim e denotemos po1· 1r : B -+ Be a projeção canôm.ca. 
Então D~1 = D~2 se e só se VV(S)w1 We = W(S)wzWe. Assim o número de conjuntos 
controláveis em Be é igual à ordem de ltV(S)\W/We. 
Demonstração: Suponhamos que D~1 = D~2 • Entã.o (Dw1 )o e (D,U?. )o se projetam 
sobre o conjunto de t.ransitividade do mesmo conjunto controlável. Porta.nt,o, existe, na 
mesma fibra que w1b0 , um ponto fixo que pertence a D\!,2 • Como w1 transforma fibra 
em fibras e pontos fixos em pontos fixos, aquele ponto fixo é da forma w1w'b0 com w'b0 
na mesnw. fibra que b0 e a .. 'lsim w' E We. Mas Dw2 = Dw1w' 1 e lii!(S)w2 = W(S)w 1 w' 
mostrando que a condição é necessária. 
Reciprocamente, suponha que u;2 = w"w1w' com w" E H'(5\ w' E H' e· Então Dw2 = 
Dw11111 1 e como D~1 = lJ~ 1 w' tentos qtte /J~1 = D~12 .D 
Aprescnt<tmos, a seguir, como guia, o Pxcmplo em que G = Sl(n, R) qLte foi desen-
volvido em [29]. 
Exemplo 2 Seja G = Sl(n, R) o _qrupo de Lie das malr'izes reais com determinante i_qual 
a I. 
A álgebra de Lic de G é a álgebra de Lie rla8 matrizes 1·eais de traço zero e é denotado 
ponl(n, R). 
Uma dr-com.posição de Cartrw. dr. .sl(n, R) é dada por 
sl(n, R)~ so(n, R)+ s(n, R), 
onde so(n, R) é a subálgcbra das matrizes anti-simétricas e s(n, R) é o subespaço das 
matrizes simétricas em sl(n, R). 
As subálgebras abelianas maximais de ~~I(n 1 R) sao as subálge.bras de Ca1'ian pois 
~~l(n, R) é a forma real nm·mal da rflgr:bra de Lie simples complexa .sl(n, C). Uma dessas 
subáf.qebras é a stt.bálgebra a C c~(n, R) dada pelas matrizes diagonais com traço zero. 
Seja a+= {diag{a 1 , ... ,o.,.}: a 1 > a2 > ... > an >O} nma câmara de Wcly em a. Sr 
/J = diag{a 11 ... ,an} definamo8 O:i,J =À;- Àj, onde >.;(H)= a;. As.•:ociado a a+ c:ristr. 
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d ' ' A+ { . . "} um sistema e raizes positivas que scra u = Cii,j . t < J . Um sistema simples de 
raízes gerando f"'1+ é dada pm· rr = {ai,i+t 1 i= 1, ... ,n -I}. 
Os subespaços de raizes associados a ai,j são as matrizes de sl(n, R) cujas entradas 
não nulas são i,j. 
A subálgcbra n+ = :LaE6.+ g(> é nilpotente e consiste das matrizes em sl(n, R) quf. são 
triangula.res superio1·es com zeros na diagonal. 
Temos a decomposição dr lwasawa de sl( n, R) 
.<l(n, R)= so(n, R)+ a+ n+ 
O sub.qrupo cuclidirmo é dado por A = { dia,q{ a1 , ••• , an} : at .a2 ••• a01 = 1} e poT'la.nfo 
.\'l(n, R)= SO(n, ll).A.N+, 
onde N+ é o sub,qrupo das maf.t'izcs lriang1da.1·cs superiores com a1, ... ,an na diagonal c 
O subgrupo parabólico minimal é dado por P = M AN+. M é um grupo discreto pois 
o centralizador de a em k é nulo. Temos também que M é o grupo de matrizes dia_gonais 
em Sl(n, R) cujos elementos nn.s diagonais são ±1. 
O grupo de Weyl age em a como o g1·upo de permutações 
Um intervalo em n é um subconjunto do tipo IT(i,J) = {ar,r+1 I i::; 1' ::; j}. Qua)que?' 
e c II é a união disjunla e= ll(i1,j1 ) U ... U IT(ik,jk) com j 1 + 1 < i 1+1 para todo 
l = 1, ... , k- 1. Dado 8 df'.sla ma.ncira J We será então o p1·oduto direto dos gnt.pos de 
permutação dos subconjuntos {i,, ... ,j, + 1 }, l = 1, ... , k. 
Temos também que Be pode SfT vülio como Fn(l, ... ,i1 - l,j1 + l, ... ,ik- l,jk -l-
l,jk+2, ... ,n), onde F"(r1 , ... ,1' .• ) i a vm·ie.drrde deflags V1 C ... C V~ com V; subespaço 
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euclidiano de dimensão 1';. 
Sabemos que a ordem de We é da.da. por I We I= (j, -i, + 2)!. .. (j,- i, + 2)!. 
A Proposição .9 nos diz que o número de conjuntos controláveis efetivos em Be é no 
máximo a ordem de WjVVe, que é n!/(jt ~ it + 2)! ... (jk- Ík + 2)!. 
Caso Be seja o espaço projdivo npn-l, temos que e = !1(2, n -1) c portanto r.xiste.m 
no máximo n = n!/(n- 1)! conjuntos controláveis efetivos em RPn-1, pam a ação de 
quaJquer· semigrupoS C Sl(n, R) com intS # 0. Este limite superior ocorno quando W(S) 
se reduz a identidade. 1hnM pela Proposição 7 que W(S) = We para algum 8 C IT. 
Por exemplo! se W(S) = I1'0 com e = 11(2, n -1) então existem somente dois conjuntos 
controláveis. De fato! We é o subgrupo de pcrmutaçÕe8 de { 1, ... , n} que fixa I. Porla.nt.o 
é tmnsitivo em {2, ... ,n} c dnf tnn r.xatamr.ntc dllas órbitas em W/We = {l, ... ,n}. 
SeBe= Grk(n) é a gmssm.annia.na dos subespaços de dimensão k em /t" temos qnr. 
e = 11(1, k-1 )U1l(k:+ 1, n- 1) i maximal c po7'lanto existem no máximo n!fk!(n- k)! = 
( : ) conjuntos contmláncis efetinos nos Jlags minimais Gr,(n), para a ação de qunlquer 
semigr11.po de Sl(n, R) de inl.erior não vazio. 
Mai8 e8pecificam.ente tomemos G = Sl(5, R). Seja e = { Àt - ..\2, ,\3 - ,\4' ,\4 - ..\s}. 
Tem.o8 que 0 = 11(1, 1) U f1(3,4) e We é o pmduto direto do gmpo de permutações 
dos conjuntos {1,2},{3,4,5}. Temos também que Be = Gr2 (5) é a gmssma,niana dos 
sttbespaços de dimensão 2 em R!>. Portanto existem no má.Timo I VV/We I= ,1!/2!3! =lO 
conjuntos controláveis efetivos em G1'2(5). 
No caso em que G = Sl(:l, R) as possibilidades para 8 nos fornecem o jlag maxi-
mal F 3 (1,2), o e.spnço p1'0jeUvo RP2 e (t Grassm.anniana Gr2 (3). Para 8 1 = fl(1, 1) 
e 8 2 = 11(2,2) temos que Be, = G,·,(3) e Be, = RP'. Assim We, = {1,(1,2)} e 
We2 = {1,(2,3)}. Existem três possibUidades para W(S) que são We 1 ,Vl'e2 ,{l}. No 
jtag maximal temos que VVe = { 1} e l.Y = VV/We tem 6 elementos. Logo, assumindo 
que W(S) = We2 existem llV(S)\W I= 3 conjuntos controláveis efetú;os no fiag ma:r-
imal. Pela ]H'oposiçâo 6 lemos que D(1,2 ) = 0(1,3 ,2), 0(1,3 ) = D(1,2 ,.1 ) e D1 = D(2 ,3 ) já 
que W( S) = { 1, (2, 3)}. Estes .são os conjuntos controláveis ejeti1Jos no .flo.g ma:rimal. 
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Sejam 1r: F 3 (1,2) ~ RP2 a projeção 1r(V1 C V2 ) = \lí e bo o flag canônico dado por 
bo =(VI c V2) ondr. VI= gcT{cd, v2 = gc7'{et,e2} e {ehe2,e.1} é a base canônica. 
Segue-se que ~((1,2)b0 ) = ~((1,2,3)1!0 ). Porlanlo ~((D(1,2))o) = ~((D(I,l,3))o) é o con-
junto de transitividade do conjnnto controlável em RP2 complementar do conjunto r:on-
tmlável invariante 7r(D(2,3)) = 7r(1Jr). 
Em 4.1 discutimos, como fizemos no exemplo acima, o grupo simplét.ico. 
NcccsRitarcmo,c; de um l'('.'l111tado sohn~ transitividadc d0 semigrupos em c.'lpaços ho-
mug(";ll('O.'! de C:n1pos de Lic Si1nph·s. A d(~monsl.ra.çii.o dcssf'. fato(~ dada em [29] 'l'<'on•ma. 
6.4. 
Proposição 10 Srja.m G nm grupo de Lú: 8Únplcs, conexo, com centro finit.o c r.' f/_; 
um espaço homogêneo de G /.al qne O< dim L< dimG. SejaS C G 1tm semigrupo de 
inlerioT não 1lazio e suponha que Sé l.ransifl:vo em GjL. Então S = G.D 
Como conseqüência temos 
Corolário 1 Seja G um grupo de Lic simples, conexo, com centro finito e transitivo em 
Rn- {0}. Suponha também que o espaço projetivo RP"- 1 é nm espaço homogêneo de G. 
SejaS um snbsemigrttpo de G de interior não vazio. Então S é transitivo em Rn- {O} 
seesóseS=G. 
Demonstração: Por [25] Proposição 4.3 temos que Sé transitivo em Rn- {O} se e 
só se S é transitivo no espaço projetivo RP"- 1• Como estamos assumindo que o espaço 
projetivo é um espaço homogêneo de G o resultado segue da. proposiçã.o anterior. O 
A seguir, apresentamos um resultado que nos diz como são os subsemigrupos maximais 
de um grupo de Lie semi-simples. Lembremos que um subsemigrupo S de um grupo de 
Lie G é dito subsemigrupo maximal se S nã.o é grupo e os únicos subscmigrupos contendo 
S são S e G. Temos então o seguinte resultado demonstrado em [29] Proposição 6.8 e 
Corolário 6.9. 
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Proposição 11 SejaS nm su.bscmigntpo maximal de um gntpo de Lie G scmi-simplr:s 
e com int(S) # 0. Então rúsic uma fronlcim minima.l Be c um subconjnnfo Ce dr: Hc-J 
tal que 
S = Sce = {g E G : gCe C C e} 
Além disso, Ce é fer.hado, fc(intC:e) = Ce, C0 é o conjunto controlável immriantf. pa.t·a 
Sem Be e W(S) = We.D 
1.3 Os grupos de Lie simples nao compactos. 
Nesta seção, nosso objetivo s~rá o de apresentar uma tabela que conste o número 
máximo de conjuntos controláveis numa variedade flag de um grupo de Lie simples não 
compacto e real para a a.ção de um semigrupo de interior não vazio contido neste grupo. 
Para isto, nos utilizaremos elo diagrama de Satake que é apresentado em [24] Tabela 9 
na seção de tabelas. 
Para descrever os grupos reais clássicos que aparecem a seguir, adotaremos a seguinte 
notação. Seja 
U(p, q) = {g E Gl(p + q, C), g'I,,,[J =I,,,) 
onde lp,q é a matriz 
( 
-1, o ) 
o r, 
e / 10 é a matriz identidade n x n. Temos entào que SU(p,q) = U(p,q) n Sl(p + q,C). 
Definamos também 
SO(p,q) = {g E Sl(p+q,R) ,g'r,,,g =I,,,) 
e 
2~ 
onde 
-I, o o o 
o I, o o 
Kp,q = 
o o -I, o 
o o o I, 
As álgebras de Lie correspondentes são 
( 
A 
su(p, q) = { _ 
B' 
so(p,q)= {(A B). 
B' C . 
z, Z12 Zn 
sp(p,q) = { Zi2 
z, Zj4 
-Zt3 z,4 Zn 
A e C são anti-hermitianas, de ordens p e q 
} 
TT(A) + Tr·(C) =O, B arbitrária 
A e C são ant.i-simétricas 1 de ordens p e q } 
A 1 B e C reais, B arbitrária 
ZH Z;,j matrizes complexas, Z11 e z13 
z" de ordem p1 Z12 e Z14 matrizes p X q 
-Z,2 Zne Z22 anti-hennitianas, 
Z' H -Z24 -z:2 Z22 z13 e z24 são simétricas 
Temos também a álgebra de Lie 
u"'(n, H)= { ( A_ ~ ) :A e B n x n qnaternimlica.s, A 1 =-A, 8 1 = fJ} 
-B A 
} 
N t l I b . "G-m I t ' l I. . I - t " " 'I 1 a a e a a a.txo { eno ara o grupo (e Jle snnp es nao cornpac o e g sua age )ra 
de Lie. Estas álgebras de Lic nií.o admitem estrutura complexa, ou seja, são formas reais 
das álgebras de Lie simples comp!f!xas. A coluna "[f'' contém o tipo do sistema TI de raizes 
reais. Denotaremos por Ih= ll(i,,jt) U ... U IT(ik,jk) onde ll(i,j) = {À.r- Àr+t :i::; r::; 
j}. O número máximo de conjuntos controláveis no flag Be pela ação de um semigrupo 
de interior não vazio em G será dado pela ordem de W/We que será denot.ada. por 
I W/We 1. Usaremos t.amhém a notação n; = p!/(J1- i1 + 2)!. .. (jk- ik + 2)!. Lembremos 
que as ordens dos grupos de Weyl W pam os Ristemas de raizes que corrcspondcm n 
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A1, B1, C1 e /J1 são (l + 1)!,211!, 211! e 21~ 1 1! respectivamente. Para os diagramas de l)ynkin 
de A1, B1, Ct e D1 damos como referência a tabela 1 de [21.] (seção de tabelas). A ordem 
de WjVVe foi obtida como em 1.1.6. 
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G g li EJ ]k IW/Wel 
p-1 (2'' f(p- i,)!Jn;-• 
Sp(p,p) sp(p, p) c p n, u {2-1,} <p I zr-•n 
(i= 2p) u, 2Pn; 
p I (2'' f(p- i,)!)n:-• 
SO(p, 2i- p) so(p, 21- p) B, n, u {",} <p I 2' n; 
(I <; P <;e- 2) rr, zrn; 
1-2 (2''/(1-1- i,)!Jnt 1 
50(1-l,i+l) so(l-1,1+ I) BR-t n, u p,_l) <I 2 2'-'n7. I 
n, 2'-'n:-1 
e I (2''/(f- i,)!)n,-• 
SO(I,i) so( I, I) Dt n, u 1"1-1 + "'l <I I zt-'n1 
rr, z~-•nc 
p I (2'' f(p- i,)!)n:-• 
u•(2p, Hl) u•(2p, Df) c p n, u {2-1,} <p-1 zr-In~ 
n, zrn~ p 
p I (2'' f(p i,)!Jn;-• 
U'(2p +I, Hf) u•(2p+ I,Hl) c 
' 
n, u {2-',J <p I zr-•np 
n, zrn; 
SI( I+ I,JR) si(l+ I,JR) A, n, n:+l 
Si(p +I, Hl) si(p +I, H/) A, n, ' nr+t 
(1=2p+l,p> 1) 
G g ll El ]k IW/Wel 
p-1 (2''/(p- i,)')n~~ 
SU(p,l+ 1- p) su(p, I+ I - p) c, rr, u {2>.,) <p I 2' n; 
I <; p <; 1/2 rr, 2Pn p 
p-1 (2'• f(p- i,)!Jn;-• 
SU(p,7•) su(p,p) c p rr, u {2>.,) <p I 2P-In~ 
(I= 2p-l,p<: 2) rr, 2Pn~ p 
p I (2'• /(p- i,)!)n~~ 
SO(p,21+ 1- p) so(p,21t 1- p) B, rr, u {>.,} <p-1 2P -171.~ 
(l<;p<;l) Ih 2Pn~ 
e I (2''/(1 ik)!)nl 
Sp(21, m.) sp(21, Hl) c, rr, u {2>.e} <I I 2'-'n1 
n, 2-nj 
p I (2'• /(p i,)')n;~ 
Sp(p, e- p) sp(p,l-p) c, n, u {2>.,) <p I 2P-•n~ 
(I <;p<; !(/-1)) rr, 2Pn~ p 
Capítulo 2 
Conjuntos Controláveis em 
Fi brados 
Neste capitulo, estudamos conjuntos cont.roláveis, para a ação de um semigrupo, em 
fibrados principais e seus fibrados associados. Em [30] San Martin L.A.B. mostrou que 
a intersecção de um conjunto controlável invariante no espaço total do fibrado associado 
a um fibrado principal com uma fibra é um conjunto controlável invariante na fibra. 
Demonstrou, também, que o mínwro de conjuntos controláveis invariantes nas fibras é 
,sempre o mesmo. Neste capft.ulo, detnonstra.mos que a intersecção do conjunto de transi-
tividade do conjunto controlável no espaço total do fibrado associado com uma fibra é o 
conjunto de transitividade de algum conjunto controlável na fibra. Mostramos Lamhém 
que no fibrado associado a um fibrado principal, com fibra tfpica um fiag maximal, o 
número de conjuntos controláveis nas fibras é sempre o mesmo. 
2.1 Fibrados principais e seus fibrados associados 
Nesta Reção, estudamos conjuntos controláveis, para a açao de um se1mgrupo, em 
fibrados principais c seus fi brados associados. 
Para a t.eoria dos fi brados principais e fibrados n.<:~sociados damos como referência (22] 
27 
Seja Q(Af, G) um Obrado principal com espaço total Q , espaço base M e grupo 
estrutura.! G. Denotaremos por 1fQ : Q --+ M a projeção do espaço total no espaço base. 
Seja SQ um semigrupo de difeomorfismos locais de Q que comutam com a ação à. 
direita, ou seja, se Qlj> ESq então Q<f(q.a) = Qifi(q).a, a E G. Supomos ainda que os 
elementos de SQ estejam definidos em subconjuntos abertos do tipo 1r- 1(U), com U 
aberto de M. Temos que Sq induz um semigrupo SM de difeomorfismos locais de M. 
Temos portanto que se Qlj> E SQ então 
Mostraremos a. segun· corno se comportam os conjuntos controláveis num fihrado 
principal. 
Proposição 12 Sejam Q(M, G) um jibra.do principal com projeção 1fQ : Q--+ M c Sq 
e SM como acima. Tem-se 
1. Se D C Q é um conjunt.o controlável pa.rrt Sq então existe 11m conjunto controlável 
E C M, pam SM la.! que 1rQ(D) C E. 
2. Suponhamos que Q f compacto e seja E conJunto contmlável efetivo para SM em 
M. Então existe D C Q conjunto conf.rolável pam Sq tal que rrq( D) C E. 
Demonstração: 1. Sejam :r, y E 1rq(D). Basta mostrar que y E f e(SMx ). Parn. isso, 
tomemos u, v E D ta.is que 1rq(u) = x e 11'Q(v) = y. Assim existe uma.scqüê.ncia. Q<Pn ESQ 
e ta.\ que Q~.,(u) ~v. Porl.a.Id.o ITq(Qf.,(u)) = M~.,(ITq(u)) = Mfn(·') ~ 1eq{v) = y. 
2. Tomemos X E Eo. Ent.ào .'/: E int( S'Mx) n int( SAi X) e X = M <P( X). J\ fibra sobre :r, 
"(/1(x) é compacta. Para y E "q 1(x) temos que x = M<f(x) = Mf(?Co(Y)) = 7eq(Qf(y)) 
e portanto Q<f(y) E 7rQ 1{:r}. Como a fibra P compacta e invariante por QifJ existe um 
conjnnto mini mal para Ql/> nesta fibra. Como pela Proposição :1 todo conjunto mínima] 
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está contido num conjunto controlável, existe D C Q conjunto controlável para Sq que 
contém este conjunto mini mal. Pela parte 1. temos que 1rq(D) C E.D 
Mostraremos a seguir que num fihrado principal o conjunto de transitividad~ de um 
conjunto controlável no espaço total se projeta dentro do conjunto de transitividade de 
um conjunto cotltrolávcl na base. 
Proposição 13 Sejam Q(M, G) um jibrado pr·incipal com projeção 7rq : Q----+ M eSq 
e SM como acima. Assumú·emos que Sq e S(/ são acessi'veis. Suponha. que [) C Q é 
um conjunto controlável efetivo rmra Sq. Então exi.._c;ie um conjunto controlável efetivo1 
E C M 1 para SM /.al que 7rq(Do) C E 0 • 
Demontração: Seja X E Do. Então, pela definiçã.o de Do, temos que X E int(Sq:r) n 
int(SQ1x). Assim 
= ini7rQ(SQx) n ini7rQ(S(i1:r) = ini(SM"Q(x)) n int(S'i\/7rQ(x)) 
Como int(SM1rq(x)) n int(SM11rq(x)) satisfaz 1. e 2. na definiçã.o de conjunto con-
trolável para SM temos rpw 1rq(x) E E, onde E é um conjnnto controlá.vel para S'M· 
Tomemos y E D0 • Então y E inl(.)'qy) n int(8Q 1y) e existem Qrp1 e Qcp2 em S0 tais que 
Q<p 1(y) = x e Q<p2(x) = y, on seja, M<p1(7rQ(Y)) = 7rQ(,<) e M<p 2(1rQ(x)) = 7rQ(Y) onde 
Mrp1 ,Mrp2 E SM. Logo 1rq(y) E E, pois caso contrário E não satisfaria a propriedade de 
ma.ximalidade na definição de conjunto controlável. Na verdade temos que 1rq(y) E E0 
pois KQ(Y) E E e 7rq(y) E 7rq(int(Sqy) n in1.(8iJ 1y)) c int(S'M7rq(y)) n int(S;;;,'"Q(Y)), 
Assim temos que 7rQ( Do} C E0.D 
Mostraremos a seguir que num fihra.do principal com grupo estrutural compacto a 
imagem inversa pela projeção do conjunto de transitividade de um conjunto controlável 
na base é o conjunto de transitividade de algum conjunto controlável no espaço total. 
Este resultado será útil na dctcrminaçã.o do número máxitno de conjuntos controlávris 
nos espaços projetivos que será estudado postf'.riorment.e. 
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Proposição 14 Sejam Q( M1 G) um fibrado principal com projeção rrq : Q ~ 111 c 
80 e SM como acima. Assumiremos que Sq e S'Q1 são acess{veis. Suponhamos qne G 
é compacto e cone:w. Seja B C M um conjnnto controlável efetivo para SM. Então 
existe um conjunto controlável rfclivo, D C Q 1 pnra Sq tal que 7rQ1 (Bo) = D 0 • As.<;im o 
núme.m de conjuntos rontmlávcis rfctúJOs em Q c em 111 é o mesmo. 
Demonstração: Mostremos inicialnw.nte que rrQ 1(B0 ) satisfaz as condições 1. e 2. na 
definição de conjunto controlável e portanto efitará contido em um conjunto controlável. 
Claramente 7rQ1 (B0 ) tem interior nã.o vazio. Tomemos qt,q2 E 1rQ 1(B0 ) e mostremos 
que q1 E Je(Sqq2 ). Como 1rq(qJ) e rr0 (q2 ) pertencem a B0 temos pela Proposição 1 
que wQ(q,) ~ M,P(wq(q2)) onde M.P E SM· Mas M,P(wq(q2)) ~ wq(Q<f(q2)) para algum 
Qrf> E S0. Assim q1e Q<f(q2 ) estão na mesma fibra no fi brado principal e portanto exisi.P 
a E G tal que q1 = Qrj>(q2).a. Para q E Q definamos Sq = 1rQ1 (x)nSq(q) onde x = rrq(q). 
Identificando G com a. fibra sohre x através da aplicação a E G ~ q.a E rrQ 1(x) temos 
que Sq ={a E G: Sq(q).a C Sq(q)} e portanto Sq é um subsemigrupo de G. Mostremos 
que se q E 1rQ1(BC1) entã.o int(Sq) -=/=- 0. De fato, como rrq(q) E B 0 temos que rrq(q) E 
int(SM(wq(q)) ~ int(wq(Sq(q))) ~ wq(int(Sq(q))) e portanto int(Sq(q)) intercepta a 
fibra sobre x = 1rq(q) c isto mostra que int(Sq) f:- 0. Como q1 E 1rQ 1 (B0 ) temos que Sq1 
é um semigrupo de interior não vazio em O que é compacto e conexo. Logo Sq1 = G e 
a E Sw Desde que a E Sq1 temos que existe QVJ ESq ta.l que Qtj;(qt) = q1.a e portanto 
Qf(q2) ~ q1.a-1 ~ (Q,P)-1(q1 ). i\ssim Q</,(Q,P(q2)) ~ q1 e q1 E Sq(q2). C:onclufmos 
então que existe um conjunto controlável D tal que 7rQ1 (B0 ) C D. Mostremos, agora que 
D é efetivo e que 7rQ 1(/30 ) C J)Cl· Para isso, tome q E rrr_J 1(B0 ). Então 
rrQ(int(Sq(q))) n w0 (int(S(i1(q))). 
A"im existe a E G tal que q ~ Q'P(q).a onde CJ'!'(q) E int(SQ(q)). Mas 8, ~ G e daf 
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existe Qa ESQ tal que q = Qa(Qcp(q)). Desde que Qu(Qcp(q)) E int(SQ(q)) temos que 
q E ini(Sq(q)). Análogamente temos que q E int(S(/(q)) e portant.o q E D0 • 
Como rrQ 1(B0 ) C D0 segue qtw B0 C Irq(lJ0 ). Pela Proposiçã.o 13 existe C conjunto 
controlável efetivo para SM em M tal que KQ(Do) C Co de onde concluimos que B = C 
e Do C 7rQ 1(B0 ) o que conclui a demonstração. O 
Para conjuntos controláveis invariantes temos o resultado a seguir que está dcmou-
strado em [30]. 
Proposição 15 SeJa Q(A1, G) um fibrado principal com projeção 1f"Q : Q ----+ M e Q 
compacto. S11ponhamos que Sq e SM são como acima e que Sq e S(/ são acessi'veis. 
Temos então: 
1. Se C1 c Q é. um conjunto controlável invariante para Sq então C2 = 1rq(Ct) é um 
conjunto conlmlável invnt·iante para SM em M. 
2. Se C2 C M é um coujunto controlá1Jel inwu·iante para SM em M então existe um 
conjunto conf.rolável invariante C1 c Q, para Sq ·com 1rq(Ct) = C2 • 
3. Se c2 c M é um conjunto controlável invariante para SM em M e G é compacto 
então 1rQ1(C2) = C1 {um conjunto controlrítJel invariante pam Sq em Q.D 
Temos o seguinte exemplo. 
Exemplo 3 Fibrações equivariantes. Sejam 1/1 C H2 subgrupos fechados de um grupo 
de Lie G, com H1 nor·mal em 112 , rletenninantlo e,c;pa.ços homogêneos G I Il1 c G I J/ 2 • Seja 
1r : Gl l/1 ---+ G I H2 a .fibmção dada JW1'1r(g 1/1) = g ll2. Como lf1 C Ih ternos q1te a açáo 
(le G é equ.ivarianlc em relação a csi.afibração, ou t~eja, 1rog = go1r Vg E G. A a.pliraçâo 
1r : G I H 1 ---+ Gl lh define mn fibrado principal com grupo estndural H21 J-11 (veja {32}, 
1 . .5). A ação de H 2 /l-11 em. (;/lf1 é definida Jwr·(glft)h 2 H 1 = gh2 Ht, g E G, h2 E li e 
comuta com a ação de G em Gfll1 • Se S é nm semigrupo em G de interior não va.zio 
então S induz nm semigrupo Sq de difeomorfismos de G/1-11 que é acessfvel. De fato, para 
sE S seja Q,P,: G/111 ~ Gjll1 definida twrQ,P.,(x) = sx então SQ = {Q,P.,: .e E .5'}. 
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Neste caso o semigrnpo SM é o semigrupo das aplicações de G f H2 induzidos por S pela 
ação de G em Gjlf2 • Com e/cdo, 
Observemos então que as Pmposições 2.6 e 2. 7 de {29} são casos partiwlarcs das duas 
últimas pmposições. 
Em [30] demonstrou-se qm~ a i11tersecçã.o de um conjunto controlável invariante no 
espaço total do fibrado a.<;sociado com uma fibra é um conjunto controlável invariante 
na fibra. Nosso objetivo é mostrar este resultado para os conjuntos de transitividade de 
conjuntos controláveis. 
Para isto, seja Q(M, G) um fibrado principal com espaço total Q, espaço base M c 
grupo estrutural G. Suponha que G age tra.tmitivamente numa variedade F e que a açào 
é à esquerda. Consideremos et1tào o fi brado associado a Q(M, G) com fibra Üpica F e 
que será denotado por E(M, F', G, Q), aqui E é o espaço total, M é o espaço base, F é a 
fibra tfpica e G é o grupo estrutural. 
Lembremos que os elementos de E são classes de equivalência pela relação em Q x F 
dada por (q,v) ,._, (qa,a- 1v) a E G. Usaremos a notação q.v, q E Q,v E F para um 
elemento de E. 
Se 1rQ: Q ~ M é a projeção canônica no fi brado principal Q(.M, G) então a projeçã.o 
1rE: E~ M no fibrado associado é dada por 7rE(q.v) = 7rQ(q). 
Lembremos que fixando q E Q e tomando x = 1rQ(q) temos uma bijeção entre a fihra 
sobre x,Ex = 1rE1 (.r-) e a fibra tfpica F que é dada por v E F~ q.v E Ex· Tomando 
v E F fixo temos uma aplicaçâ.o v: Q ....__....j. E definida por v(q) = q.v. Corno a ação de G 
em F' é transitiva esta aplicaç.âo é uma subnwrsão sobrejetora. 
Exemplo 4 Seja G um .Qrupo dr. Dic e 1-11 C Ii2 :mb_qntpos fr.cha.dos de G dctcmúnando 
os espaços homogêneos Gj//1 r G/112 . A a.pliwção 7rE: GJH1 ---t G/H2 definida. por· 
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Jrg(gllt) = gll2 ,g E G define um Jibmdo assodado a qualquer fi/nado principal definido 
por Jrq : G I L1 -------+ G I l/2 com L1 C Ht fechado e tal que G I Lt seja um eBpaço homogêneo 
{veja {32} 1.5). A fibra tiÍJica deste fibmdo associado é Hzf H1 c a ação à esquerda (le 
H2IL 1 em li2 jll1 é dada por (h~LJ)(h2 J!t) = h;h2 H1 ,h;,h2 E H 2 • Temos também que 
lfE é equivariante pela::; ações d(: G em G /111 c G / /-/z, ou seja, g o 7rE = lfE o g. Se S é 
um semig1·upo em G d,; interim· niio vnzio entrlo S induz semi~g1·upos Sq em G/ L" Sr.; 
emGjf-11 eSM emGjH2 • 
Definamos para q E Q o conjunto 
S, = Sq(q) n "(/(.r) 
onde x = 7rQ(q). 
Usando a identificação de 7rQ 1(x) com G dada por a E G +----+ qa E 11'Q 1(x), Sq pode 
ser visto como um subconjunto de G. 
Como Sq ={a E G: Sq(q).a C Sq(q)} temos que Sq é um subsemigrupo de G. Note 
que os semigrupos Sq 's agem nas fibras do H brado a.<;sociado. 
Seja QrP um automorfismo de Q que comuta com a ação a direita de G, ou seja, 
Q~( q.a) = Q~( q ).a. Então Q~ induz um automorfismo de E dado por E</>( q. v) = Q<P( q ).v. 
Definamos então SE= {Erb: Erfi(q.v) = Qr/J(q).v com Qr/1 ESq}. Teremos portanto que 
8E(q.v) = Sq(q).v 
Se Sq é acessfvel então SE é accssfvel, ou seja, intSE(q.v) f:- 0 para t.odo q.v E E. n~ 
fato) como a nplicaçií.o v: Q-------+ E dcfiiJida por v(q) = q.v é aLerta e continua temos 
int(SE(q.v)) = ini(Sq(q).v) = int(8Q(q)).v 
O resultado a seguir é análogo à. Proposição 12 para fibrados principais. 
Proposição 16 Sejam E(M, F, G, Q) um fibmdo n.B,<;ociado ao fibra do JH'Íncipal Q(M, G) 
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com projeção 1fEJ : E -----+ M e 813, S'q c SM como acima. Suponhamos que 
1. Se D C E é um conjunto controlável para SE então existe um conjunto controlável 
BC M, para S'M lal que 1rE{D) C B. 
2. Suponhamos que E é compacto c que e.úslc B conjunto contmlável efetivo para SM 
em M. Então c:rislc J) C E conjunto contmlável para SE tal que 7rE(D) C B. 
Demonstração: 1. Sejam x, y E 7rE(/J). Bo.sta mostrar que y E fe(SM:c). Para. isto, 
tomemos u, v E D tais que 7rE(u) = x e 7rE(v) = y. Assim existe uma seqüência EifJn E S'E 
e tal que E~,.(u) ~v. Portanto ~o(E~ .. (u)) = M~ .. (~e(u)) = Mf,.(.•) ~~E( v)= y. 
2. Tornemos x E B0. Então :r E int(S'Mx) n int(SÃ./x) ex= M ifJ(x ). A fibra sobre x, 
~íi1 (x) é compacta. Pa.ra y E ~;;;\r) t.cmo' que x = Mf(x) = M,P(~e(y)) = ~E(Ef(y)) 
e portanto EifJ(y) E 7rf/(:r). Como a fibra é compada. e invariante por EifJ existe um 
conjunto mini mal para EfjJ nesta fibra. Como pela Proposição 3 todo conjunto minimal 
está contido num conjunto controlável, existe D C E conjunto controlável para SE qne 
couí.ém este conjunto minimal. Pela parte 1. temos que 1fE(D) C B.D 
Mostraremos a seguir que num fi brado associado a um fibrado principal o conjunto de 
transitividadc de um conjunto con1.roláve1Ho t~,<;paço total se projeta de11tro do c:onju11to 
de transitivicladc de um conj1mt.o controlável na base. 
Proposição 17 Sejam E( M, F, G, Q) 1Wl Jibmdo associado ao fibrado princiJJal Q( M 1 G) 
c com pmjcção 7rE :E----+ M e 813, ,)~Q e SM como acima. Assumiremos que S0 e SQ 1 
são acessi'vcis. Suponha que D C E é. um conjunto controlável efetivo pa.m SE. Entiio 
existe um conjunto contmlrí1!fl rfrtivo, C C J\.1, pa.m SM tal que. 1rE{D0 ) C C0 • 
Demontração: Seja q.v E D0 . Entào, pela definição de /J0, temos que q.v E 
int(SE(q.v)) n int(S]i 1(q.v)). Como Sji1(q.n) = S01 (q).v temos que int(Sji 1(q.v)) 
int(S01(q)).v. Assim 
~E(q.v) E ~B(int(SE(q.v)) n int(S[;1(q.v))) C 
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~c(ini(SE(q.v))) n ~e(int(Si/(q.v))) c 
~E(in1.(8q(q)).v) n ~E(ini(S01 (q)).v) = 
Jro(ini.(SQ(q))) n ~Q(int(S(J 1 (q))) = 
inüQ(Sq(q)) n in11rq(Sc,l1(q)) = 
Como inl(SM7rE(q.v)) n inl(SJ;/7rt;(q.v)) sa.tisfaz 1. e 2. na definição de conjunto con-
trolável para SM temos qtw 7rE(q.v) E C, onde C é um conjunto controlável para SM. 
Tomemos q1 .v1 E 0 0 • Então q1 .v1 E inl(SE(q,.vt) n int(SE/(q1 .vt)) e existem Er.p1 e 
Etp2 em SE tills que Er.p 1(q1.v1) = q.v e Er.pz(q.v) = Qt·Vt , ou seja, Qr.p,(qt).Vt = q.v 
e Q<p2(q).v = q1.v1 e porta.nto M<p1 (~E(q,.vt)) = Jrg(q.v) e M<p2 (~g(q.v)) = ~E(q1 .v,) 
onde Mtpt, Mtp2 E SM. Logo 7rE(Qt.1Jt) E C, pois caso contrário C não satisfaria a pro-
priedade de maximalidade na definição de conjunto controlável. Na verdade temos que 
~E(q,.v,) E Co pois ~E(q,.v,) E lê e ~g(q,.vl) E ~g(ini(SE(q,.v,)) n int(Sji1 (q,.vl)) C 
int(SM1rE(q,.v1)) n int(S;.)~(q,.v,)). Assim temos que ~E(Do) C Co.D 
Para conjuntos controláveis invariantes temos o seguinte resu\f.ado dem{mstrado CIIJ 
[30] 
Proposição 18 SEja E(M, F, G, Q) urnfibrado associado a urn fibrado principal Q(M, G) 
com E compacto e pi'Ojeção 7rB: E~ M . Suponhamos que Se e SM são como acima 
e que SE c Sp/ são acessi'vcis. Temos então: 
1. Se c] c E é um conjnnto rontrolável in11ariante para SE então c2 = 7rE(Ct) é nrn 
conjunto contmlávcl invnrin.nte. para SM em M. 
2. Se C2 C A1 é mn conjunto contmlávd inva.riante pa'ra SM em M então exisf.e u.m 
conjunto controlável itwar·iante C 1 C E, pam Sg com 7rE(C1 ) = C2 .D 
Mostraremos a seguir quP a int.P.rsccçiio do conjunto de transitividade do conjunto con-
trolável no espaço total do fi brado associado com uma fibra é o conju!lto de transitividade 
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de algum conjunto controlável na. fibra. 
Proposição 19 Sr.ja l~(M, fi'J,',(J) o .[t:bmdo associado ao jibmdo prinr.ipal Q(MJi). 
Suponha. qtJ.r SQ c SQ 1 são acr.,<;sfvcis. Snponha que D é um conjunto controlável e]dívo 
pam SE em. E e seja 0 0 seu conjunto de tmnsitividade. Se Do n Ex i- 0 então e.ú.ste um 
conjunto contmlável efetivo A pam Sq em. F tn.l que 
Do n Ex = q.Ao, 
Demonstração: Tomemos 11, w E 0 0 n Ex· Então Do n Ex = q.B com B C F, e 
portanto u = q.v1 e w = q.v2 com Vt,Vz E B. Como u,w E Do temos da Proposição 
1 que existe E,P E SE tal que E,P(q.v1) = q.v2• Mas E~(q.v1 ) = Q~(q).v 1 = q.v2 c 
portanto Qo/(q) = q.a e Vt = a-1v2• Logo a E Sq e a.v1 = v2• Assim B C fe(Sq.T) 
Vx E B. Logo, existe um conjunto controlável para Sq que denotaremos por A e tal 
que Do n Ex = q.B c q.A. Mostremos que A é efetivo e que Do n Ex c q.A0 • P<l.ra isto, 
tomemos q.v E D0 nEx. Como q.v E Do, pela definição de D0 temos que q.v E intSe(q.v ). 
Desde que int(SE(q.v)) = int(SQ(q)).v temos que se q.v E int(SE(q.v)) então existe 
Q~(q) E int(SQ(q)) tal que q.v = Q,P(q).v. Conclufmos, então, que Q~(q) = q.a e 
av = v. Como q.v E Do temos pela Proposição 17 que 7rE(q.v) E int(SM(7rE(q.v))) = 
int(SM(~Q(q))) = 1rQ{int(8Q(q))) e desde que S, = So(q) n ~(i 1 (.<) conclufmos que 
inlS'q i- 0 e q.a E int(So(q)) se e só se a E intSq· Assim, existe a E ini.Sq tal que av =v 
e v E A0 . Isto mostra que Do n Ex C q.A0 • 
Most.remos agora. que nã.o existe z E q.A0 \( D0 n Ex), com z 9- D. Mostremos qne 
JJU{ z} C f e( SEu) para todo 1t E DU{ z} o que nos dá. uma contradição com a propricdõ.dc 
de maximalidadc do conjunto co11trolável D. Como D é um conjunto controlável para 
SE temos, pela definição d~ conjuuto COIIl.rolável, que D C f e( SEu) para Lodo u E /J. 
Verifiquemos que z E fe.(S,~·u) para todo u E D. Para ist.o, seja u E D e tome w E 
D0 n Ex C D0 . Ent.ã.o pela Proposição I existe E</> E SE tal que Efj>(u) = w. Como 
:Jfi 
w E q.A0 e z E q.A0 podemos tomar w = q.v2 ,z = q.v3 com q E Q,v2,v3 E A0 . Então 
pela Proposição 1 exist~ a E inLC,'q tal que a.v2 = v3 e como a E Sq f',Xisle QljJ E Sq tal 
que QJjJ(q) = q.a. Logo, temos que Er/,(q.v2 ) = Q<f;(q).v2 = q.v3 e E<f;(w) = z. Assim, 
E1/,(E~(u)) = z e z E Je(S'su). Resta mostrar que D U {z} C Je(SEz). Como z E q.A0 
existe v3 E Ao tal que z = q.v3 . Portanto, existe a E intSq tal que av3 = v3 o que mostra a 
existência de Erf> E SE tal que z = Erf>(z). Logo z E fe(SEz). TOmemos, <Lgora, 10 E De 
mostremos que w E fe(Sr:;z). SP-jil.m V uma vizinhança qualquer de 10 eu E Don Ex. Pela 
definição de conjunto controláv~l, existe E r/> E SE tal que Eljl(u) E V. Como u E q.A0 c 
z E q.A 0 temos que u = q.v1 e z = q.v2 com v1 E Ao e v2 E A0 • Logo, existe a E intS'q 
tal que av2 = v1 , ou seja, v2 = a- 1v1 • E, portanto, existe E'!jJ E SE tal que E'l/,(z) = u. 
Assim E~(E<J;(z)) E V eu E fe(SEz). Temos então que z E q.A0\(D0 n Ex) com z <f lJ 
é impossfvel. 
Mostraremos, a scgmr, que z E q.A0\(D0 n E,;) com z E D também é impor:;sivel. 
Para isto, suponha por absurdo que z E q.A0 , z ~ D0 n Ex e z E D. Temos que z = q.v 
com v E A0• Assim, existe a E int8q tal que av =v= a- 1v e a-1 E intS;; 1• Ua.i existe 
Q~ E S'o tal que Q<f>(q) = q.a E iut(So(q)) e Q~-1 (q) = qa-1 E int(Sq1(q)) e assim 
Erf>(q.v) = q.v E int(SE(q.v)) n int(S_E1(q.v), ou seja, z = q.v E Do n E,"' o que é um 
absurdo. Temos, portanto que q.A0 =Do n Ex. o 
Como conseqüência da proposição acima temos 
Corolário 2 Seja E(M, F, G, Q) o fibrrulo associado ao fibra.do p1·incipnl Q( !11, G). Supon-
hamos que q.B seja. um conjnnto contmlável f:jetivo pam Sq em 1r_E1 (x) = Ex onde 
x = 11'Q(q). Assumamo$ ainda qne int(Sq) =f 0. Então existe um conjunto controlável 
ejetívo D para Sp; em E tal que q.B0 =Do n Ex. 
Demonstração: Seja n = q.v E q.B0 • Então existe a E intSq ta.l que av = a- 1v = 
v. Assim u. = q.av = q.a- 1v = q.v E int(Sg(q.v)) n int(SE;1(q.v)) (veja o final d<~. 
demonstração da proposiçã.o anterior). Port,anto existe um conjunto controlável efetivo 
D para SE em E tal que u E O. Aplicando a proposição anterior temos que Do n E.,= 
q.B0 .D 
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Suponha, agora, que f'xi:;;f.p um numero finito de conjuntos controláV<~is para Sq em 
F. Dmwtarctnos cstf~ ntÍillero por c(S'q, P) c os conjtmtos controlá.vcis JlOI' /J~, j = 
l, ... ,c(S'q, F). Observe qne os conjuntos q/J~ C Ex, onde Ex é a fibra. sobre :r = 1l"Q{q). 
Mostraremos a seguir que os conjuntos qlJ~ são independentes do especifico q E 1rQ1 (x). 
De fato, tome q' na mesma fibra qne q. Entií.o por [30] pg 2.9 temos que Sq' = o.- 1 Sqa, a E 
G. Verifiquemos que se Dt é um conjunto controlável para Sq em F então a-1 Dt C F é 
um conjunto controlá,vcl para .S'q, .Pata isto, tomemos x, y E a-1 D~. Como ax e ay E D~ 
e Dt é um conjunto controlável para Sq existem a11 E Sq tais que anax --+ ay e daf 
a- 1anax ---t y, o que mostra que y E cl(S'q':r:). Temos portanto que a-1 Dt C V ou de lJ 
é um conjunto controlável para. S'q'· Ana.loga.menle temos que aD C cl(Sqx) para todo 
x E aD. Como D~ C aD temos pela ma.xima.lidade de D~ que D~ = aD e D = a- 1 JJ~. 
Conclufrnos, então, que oR conjuntos controláveis para Sq' são os conjuntos n:-1 Dt C F, 
. - I (c F) M ' ~ 1 /J; - ' ~J Di - Di A . . t Di E . J- , ... ,c •Jq, . as q .n q- qa . q- q. q· ssnn, os conJun os q q C 'x nao 
dependem de q mas somente de x. 
Sejam G um grupo de Li e semi-simples, P = B o Hag maximal de G e E( M, B, G, Q) 
o fi brado associado ao fibra.do principal Q(M, G) e com fibra tÍpica. B. Lembremos que 
se F= B é o flag maximal entâ.o c(Sq, F) é igual ao número de elementos em VV(Sq)\W, 
ou seja, o número de lV(S'q)-órbitas em W. Queremos mostrar que no fibrado as~mciado 
o número de conjuntos controláveis nas fibras é sempre const.ante. 
Para isto, sejam :c, y E A1 e tomemos q_t: com 7rq(qx) = x. Seja A+ uma câ.mara de 
Weyl interceptando intSq.~· Tomemos q~ E Q com 1rq(q~) = y e tal que intSq~ intercepta 
urna câmara de Weyl, digamos B. Temos que A+ = a-1 Ba, a E G, já que as câmaras 
de Wcyl sã.o conjugadas entre si. Seja qy = q;/r.. Teremos então que 11"Q(qy) = y, e como 
Sqy = a- 1 Sq~a temos que intSqy intercepta A+. 
Proposição 20 Se q,t:,qy e A+ são como acima então lV(Sq_,,A+) = W(Sqy,A+). Assún 
o número de conJuntos controlrÍ1;eis em cadn jibm do fibrado associado E( M, B, G, Q) é 
sempre o mesmo. 
Demonstração: Pela proposiçào 7 temos que existe um subconjunto 8 do sistema 
simples de raizes tal que lV(Sq_d A+) = l.Ve e temos também que se 7re : B ~ Be é 
a projeção canônica ~ntão 7r8 1(CH) = c(/xl ondP. Ce é o conjunto controlável invariant(' 
para Sqx em Be e Cq"' é o conjunto cont.rolá.vcl invariante para Sq:r: em B. Consideremos 
o fibrado associado Ee = Ee(M, Be,G,Q). Seja 7r1 : E~ Ee definida por 11"1(q.v) = 
q.11"e(v). Temos cnt.ã.o qu~ 7rE0 o 7f 1 = 7rE· Seja Vx E Ce tal que 1fE8 (qx.vx) =:r. Como 
1l"i 1(Co) = Cqr temos que (rr't 1(qx.vx) C qxCqx· Portanto por [28] Proposição 3 aplicada 
a rr': E ~ Ee temos que (1r't 1 (q11 .v11 ) c q11 Cq11 para todo y no conjunto controlável 
invariante da base. Por outro lado por [29] Proposição 4.1 temos que We = W(Sq"') C 
W(Sqy). Como x e y são arbitrários temos que W(Sq_..-) = W(Sqy).D 
:J!) 
Capítulo 3 
O Número Máximo de Conjuntos 
Controláveis nos Espaços Projetivos 
Neste capitulo assunuremos que S é um subsemigrupo de interior não vazio de um 
grupo de Lic linear G conexo e transitivo no espaço projetivo RPn-l. Lembremos que 
um grupo linear é um subgrupo do grupo das matrizes reais n X n que sã.o invcrsfveis. 
Estamos interessados em determinar o número máximo de conjuntos controláveis 
efetivos para S nos eRpaços projetivos. 
ParaS semigrupo dE' controle, Colonius e Kliemann mostraram em [lO] que o número 
de conjuntos controláveis efetivos para S no espaço projetivo Jf.pn-t é no máximo n. 
Observemos que com as hipóteses assumidas em [10] (acessibilidade local) o semigrupo 
de controle tem interior não vazio no grupo do sistema e o grupo do sistema age transi-
tivamente no espaço Projetivo. 
Como estamos interessados somente nos conjuntos controláveis efetivos, quando nos 
referirmos a conjuntos controláveis queremos dizer conjuntos controláveis efetivos. 
Obteremos uma estimativa melhor para o número máximo de conjuntos controláveis 
paraS no espaço projetivo CJIH'. a de [lO} . Estas estimativas são dadas através da análise, 
caso a caso, dos grupos transitivos no Jlpn- 1 • 
Os grupos de Lie lineares transitivos em RP"- 1 foram classificados em [6] 
40 
Seja g a Algchra. de Lil' deU. Temos qnc g é rcdutfvel e se decompõe como 
com g0 semi-simples e z o centro de g. Denotaremos por G0 o grupo de Lie conexo 
associado a g0 . Entíio, G = G0 Z onde Z é o grupo de Lie associado a z. Além disso, 
G0 também é transitivo no espaço projetivo (veja [7] pg 216). Suponhamos que Go seja 
compaci.o. Então existe um único conjunto controlável paraS no espaço projetivo RP"-1 
que é o próprio RP"-1 • De fato, o grupo Zé o produto direto Z = Z1 Z2 com Z 1 compacto 
e Z2 constitufdo de múltiplos da identidade de Rd (veja [6, 7] para detalhes). Como Z2 age 
como a identidade no espaço projetivo pod~mos assumir sem perda de generalidade que Z 
é compacto. Portanto podemos assumir que G é compacto já que estamos assumindo G0 
compacto. Como Sé um semigrupo com pontos interiores no grupo compacto G segue que 
S = G e portanto Sé transitivo em npn-t. Assim, existe um único conjunto controlável 
para S que é o próprio RP"-1 • Logo, é suficiente considerar os casos onde g0 é uma 
álgebra de Lie semi-simples nào compacta. Mostraremos a seguir que não há perda de 
generalidade em nos restringirmos aos grupos G semi-simples. Para isto seja l/a isotropia 
da ação de G em npn-1 • A Proposição 11 nos garante que o número de conjuntos 
controláveis para 8 em npn-l = G /H e em G /11 Z é o mesmo. O espaço homogêneo 
G j H Z é isomorfo a (G0/G0 n Z)/(/1 n G0 /Go n Z) onde G0/G0 n Z é um grupo de Li e 
semi-simples isomorfo a G /Z e H n G0 /G0 n Z é subgrupo fechado do mesmo. Assim, 
o número de conjunto controláveis para S no espaço projetivo Jipn-t é igual ao ntÍmero 
de conjuntos controláveis para SjZ c G0 /G0 n Z em (G0 jG0 n Z)j(H n G0 jG0 n Z). 
Entretant,o, (G0 JG0 nZ)j(I/nG0 /G0 nZ) é isomorfo a G0 /(/InG0 )(G0 nZ) e consideramlo 
a fibraçã.o 71": G0 j(H n G0 ) --t Go/(/1 n G0 )(G0 n Z) temos, também, pela Proposição 
14 que o número de conjnnt.os cont.rolá.veis para s em npn-l coincide com o número 
de conjuntos controláveis para 7r-J1 (S/Z) em G0/G0 n H. Onde 1r1 é o homomorfismo 
canônico 1r1 : G0 --t G0 jG0 n Z. Mas, o espaço homogêneo Go/(Go n H) é RP"- 1 já 
que Go também é transitivo. Assim, nào há perda de generalidn.de se nos restringirmos 
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aos grupos semi-simples. 
Apresentamos a seguir a tabda extra.ida de [7} que nos dá as álgebras de Lie semi-
simples nào compacta.c; cnjos grupos de Lie agem tra.usit.ivamente em RP>~- 1 • 
sl(n,R) R n 
sl(n/2, C) c n/2 
sl(n/1, 11) H n/4 
sl(n/1, 11) Ell su(2) R n/4 
sp(n/2, R) R n 
sp(n/4, C) c n/2 
O centralizador z0 de g0 aparece na segunda coluna. Assim, o centro z de g é uma 
subá.lgebra a.beliana de z0 . Na última coluna. apresentamos a estimativa para o número 
máximo de conjuntos controláveis que será obtida ao longo deste ca.pitulo. 
Como vimos no Exemplo 2 o número máximo de conjuntos controláveis em RP"- 1 
para a ação de qualquer semigrupo de interior não ~vazio em G = Sl(n, R) é n. O 
grupo G = Sp(n/2, R) é estudado em 4.1. Neste caso o número máximo de conjuntos 
controláveis em RP"- 1 = L 1 (n/2) para a ação de qualquer semigrupo de int.erior nií.o vazio 
é n. O restante dos grupos semi-simples transitivos em flpn-t serão estudados caso a 
caso. Convém observar que no ca.so dos grnpos,Sl{n, R) e Sp(n/2, R) o espaço projetivo é 
uma variedade nag. Nos outros casos, entretanto, existe uma fibração do espaço projetivo 
numa variedade flag dos grupos. Como podemos contar o número máximo de conjunt.os 
controláveis nas variedades nag dos grupos a proposição 14 nos permite contar o mímero 
máximo de conjuntos coul.roláveis nos espaços projetivos. 
3.1 O grupo Sl(n/2,C) 
Seja num número natural par. O grupo Sl(n/2, C) é o grnpo das matrizes n/2 x n/2 
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complexas de determinante igual a J. Sua álgebra de Lie sl(n/21 C) é a álgebra das 
matrize,o:; complexas n/2 X n/2 d(' traço zero. Considerando o isomorfismo 
( 
A -!3 ) 
A+ i/1-• B A 
podemos considerar sl(n/21 C) como a álgebra de Lie de matrizes reais da forma 
( A - B ) com A e B matrizes reais de traço zero B A 
Obeerve que (A+ iB)(u + iv) = (Au- Bv) + i(Bu +Av) e (A -B) ( u) 
B A v 
( 
Au- Bv). 
Bu+Av 
Uma decomposição de C:art.an para sl(n/2, C) é dada por sl(n/2, C)= k ffi sonde 
k = { ( ; -: ) : A é anti-simétrica e B é simétrica tr( B) = O) 
e 
(A -B) s = { B A :A é simétrica e B é anti-simétrica t1·(A) =O} 
Observe que através do isomorfismo definido acima k = su(n) = {X E sl(n, C) 
X+ X'= O} e s ={X E sl(n, C): X- X'= 0}. 
Escolhamos como subá.lgebra euclidiaua a álgebra das matrizes 
Se.\;( ( ~ ~ ) ) =a; temos que.\;-.\; com 1 :S i,j :S n/2 são raizes. Um sistema 
simples de ra.fzes é dado por 11 = {)q - >.2 , ••. , À11; 2-t- >.n/2}· Para 8 = ll- {>11 - ..\:d 
queremos determinar o grupo dP isotropia Pe. O subespaço peso correspondente a Ài- À i 
é dado por g;.,,->.j = R(Ei,j + E;,_i+1• + Eõ+n,j + E;+n,j+n) onde Ei,j é a matriz cujo lmico 
elemento não nulo é 1 na linha 1: f'. coluna j. Logo teremos que 
( A B) n+ = { B A :A e B são triangulares superiores com diagonal nula} 
O centra.liza.dor de a em k é 
( o -11 ) m = { 1\ o 
Assim, a subálgebra parabólica minimal será p = m EB a EB n+ e em blocos n/2 x n/2 
(A -B) p = { B A : A e B são triangulares superiores com diagonal não nula} 
A seguir escolhamos a RubálgPbra. pa.ra.bólica P0 = ne + p dada em blocos n/2 X n/2 
por 
a 
* 
-JL 
* 
o 
* 
o 
* { :a e f-t são reais} 
i'· * a * 
o 
* 
o 
* 
Em termos de matrizes complexas em sl(n/2, C) lemos quePE> = { ( ~ : ) : ~ E ()} 
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cujo subgrupo parabólico P 
( a *) /'0 = { : a E C} o * 
que corresponde a variedade rJag De = C pn/2 - 1 • Temos que npn-t é um espaço h o-
mogêneo de Sl(n/2, C) com iRotropia dada em blocos n/2 X n/2 por 
a * O * 
o * o * H = { : a é real não nulo} 
O * a * 
o * o * 
que em termos de matrizes complexas é do.do por 
H = { ( ~ : ) : a é real não nulo} 
Consideremos agora a fibração canônica 7f: npn-t = Sl(n/2,C)/ll ---+ cpn/'2-1 = 
Sl(n/2, C)/ Pe. Como H é normal em Pe temos quePe/ H é um subgrnpo e portanto 1r 
define um fibrado principal com grupo estrutural Pe/ li. Mas, Pe/ H é compacto e conexo 
(é isomorfo a 5 1 ), e, portanto, pela Proposição 14, temos que o número de conjuntos 
controláveis em Sl(n/2, C)/ Pe e e-m Sl(n/2, C)/ H é o mesmo. O grupo de Weyl é o grupo 
de permutações de {l, ... ,n/2} e W0 é o grupo de permutações de {2, ... ,n/2}. Assim, 
existem no máximo (n/2)!/(n/2 -1)! = n/2 conjuntos controláveis em Sl(n/2,C)fP0 . 
Logo, existem no máximo n/2 conjuntos controláveis em RP"-1 para a ação de qualquer 
semigrupo de interior nã.o vazio contido em Sl(n/2,C). 
3.2 O grupo Sl(n/4, H) 
Seja num número natural nníltiplo de 4. O grupo Sl(n/4, /J) é o grupo das matrizes 
n/4 x n/4 com entradas nos quatérnios H e de determinante igual a 1. Sua álgebra de 
Lie sl(n/4, H) é a álgebra dn~c: nuürizes n/4 X n/4 com entradas nos quatérnios e de traço 
zero. Considerando o isomorfismo 
A -B -C -D 
R A -D c 
A+ iB + jC + kD ~ 
c D A -B 
/) 
-C R A 
podemos considerar sl(n/4, H) como a álgebra de Lie de matrizes reais da forma 
Uma decomposição de Cartan para sl(n/4, /l) é dada por sl(n/4, H)= k ffi sonde 
A -B -C -D 
B A -D c A é anti-simétrica e B, C, D são simétricas 
k ~ { } 
c D A -13 ti·( 13) = ti·( C) ~ tr( D) ~ O 
D -C B A 
e 
A -B -C -I! 
B A -/J c 
s = { :A é simétrica e B, C, D são anti-simétricas t7·(A) =O} 
c /] A -li 
/] 
-C B A 
Escolhamos como subálgcbra euclidiana a álgebra das matrizes 
A o o o 
o A o o 
a={ :A= diag(ab···•"•!'), tr(A) =O} 
o o A o 
o o o A 
A o o o 
o A o o 
Se .\i( a temos que Ài - Àj com 1 < t, J < n/4 sa.o ratzes. 
' o o A o 
o o o A 
Um sistema simples de raÍzes é dado por n = {.\1- .\,, ... ,.\,/4-1- Ànj4)· Para 8 = 
n- {À 1 - À:.d queremos determinar o grupo de isotropia Pe. Como no caso de Sl(n, C) 
temos que 
A -B -C -D 
n+ = { B A -D c 
c D A -li 
: A, B, C e D são triangulares superiores com diagonal nula} 
/] 
-C 13 A 
o -A, -A, -A1 
A, o 
m~ { -Lh A, : A1 , /\ 2 , i\3 são diagonais, tr(Ai) =O} 
A, A3 o -A, 
A3 -A, A, o 
Assim a subá.lgebra parabólica minima.l será p = m E9 a EB n+ e em blocos n/4 x n/4 
A -B -C -D 
B A -D c 
p~{ :A, B, C, D são triangulares superiores com diagonal nã.o nula} 
c D A -B 
D -C B A 
A seguir escolhamos a subálgebra parabólica P0 = ne + p dada em blocos n/4 X n/4 
por 
C1 
* 
-/3 
* 
-7 
* 
-ó 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
/3 * cv * -ó * 7 * 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* { 
7 * • * C1 * -fi * 
: aJ3,r e ó são reais} 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
ó 
* 
-7 
* /3 * " * 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
Em termosdematrizescomplexasemsl(n/4,C) temos quepe~ { (: :) :~E H} 
cujo subgrupo parabólico é 
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corrPspmHJc <1. H!llil. vari(~da.dc lla.g Ih~. Tt'mos qnc Rtm-l é um Pspaço homogi''Ht'o dt' 
Sl(n/4, 1/) com isotropia dada em blocos n/4 x n/4 dada por 
a 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
a 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* L= { : a é real não nulo} 
o 
* 
o 
* 
a 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
a 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
o 
* 
que em termos de matrizes complexas é dado por 
L= { ( ~ : ) a é real não nulo} 
Consideremos agora a fibração canônica 1r: RPn-t = Sl(n/4, H)/ F---+ Be = Sl(n/4, H)/ P9 . 
Como F é normal em Pe temos que Pe /F é um subgrupo e, portanto, 1t define um fi-
brado principal com grupo estrutural Pe/ F'. Mas, Pe/ F é compacto e conexo (é isomorfo 
aos quatérnios puros de norma 1 ), e, portanto, pela Proposição14, temos que o mímero 
de conjuntos controláveis em Sl(n/4, H)/ Pe e em Sl(n/4, H)/ F é o mesmo. O grupo 
de Weyl é o grupo de permutações de {l, ... ,n/4} e o subgrupo We é o grupo de per-
mutações de {2, ... ,n/4}. Assim, existem no máximo (n/4)!/(n/4 -1)! = n/4 conjmüos 
controláveis em Sl(n/4, H)/ P8 . Logo, exist.em no máximo n/4 conjuntos controláveis em 
npn-t para a açã.o de qualquer semigrupo de interior não vazio contido em Sl(n/4, H). 
3.3 O grupo Sl(n/4, H).SU(2) 
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Neste caso, a amí.lisc é fdl.<l. d(· mn.ncira n.náloga ao caso ant,erior. De fato, seja 
sl(n/4, ll) = k, Ell s, 
uma decomposição de Cartan para sl(n/4, /f) pensada como álgebra de Lie real como 
no exemplo anterior. Temos que su(2) pode ser vista como uma álgebra de Lie real 
compacta. Na verdade su(2) é isomorfa ao conjunto dos quatérnios puros e, por sua vez, 
através do isomorfismo dado acima, é isomorfa ao conjunto das matrizes reais dadas em 
blocos n/4 x n/4 por 
o -A, -A, -A, 
b ={ A, o -A, A, : A; = ),;f e À; E R) 
A, A., o -A, 
A, -A, A, o 
Assim, uma decomposição de Cartan para sl(n/4, H) EB su(2) pensada como álgebra 
de Lie real é dada por 
sl(n/4, H) ElJ su(2) = k Ell s 
onde k = kt ffi b e s = St. Logo podemo::; escolher a mesma suhálgebra euclidiana a 
tanto para sl(n/4,H) EBsu(2) quanto para sl(n/4,!1). Como a.s matrizes em b sã.o anti-
simétricas temos que o cent.raliza.dor de a em k é o centralizador de a em k 1 . Portanto, 
o restante da análise é idêntica a análise feita para o grupo sl(n/4, H). 
Assim, existem 110 máximo n/4 conjuntos controláveis em RPn-! para a açao de 
qualquer semigrupo de interior nã.o vazio contido em Sl(n/4, H).SU(2). 
3.4 O grupo Sp(n/4,0) 
Seja num número natural múltiplo de 4. O grupo Sp(n/4, C) é o grupo dos ma.trizes 
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complexas n/4 x n/4 definido por Sp(n/4,C) = {g E GL(n/2,C): g'Jg = J) onde J é 
a matriz em blocos n/4 X n/4 dada por 
Sua álgebra de Lic sp(n/4, C) é a álgebra das matrizes complexas dada em blocos 
n/2 X n/2 por 
B ) : A, B c C complexas com B e C simétricas} 
-A' 
Como anteriormente, podemos considerar sp( n/4, C) como a álgebra de Li e de ma-
trizes reais dada em blocos n/4 x n/4 por 
a 1 f3 b 
\ -a' ç -{3' 
-(3 -ó com "f,(,Ç,ó simétricas a 1 
-Ç {3' \ -a' 
Uma decomposiçào de Cartan pa.ra sp(n/1, C) é dada por sp(n/4, C)= k EB sonde 
a 1 f3 b 
1 -a -b f3 
9 = { : f3 anti-simétrica a, J 1 6 são matrizes simétricas} 
-(3 -li 
" 
1 
b -(3 1 -a 
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e 
a I (J o 
_, a 8 -(3 
k={ : o anti-simétrica e {J, 1, á simétricas} 
-(J 
-o 
" ' 
-8 (J _, a 
Escolhamos como subálgcbra euclidiana a álgebra das matrizes 
A o o o 
o -A o o 
a={ : A = diag{ a1, ... , an/4}} 
o o A o 
o o o -A 
A O O O 
O -A O O 
Se .\,( 
O O A O 
) =a; temos que Ài- Àj e Ài + Àj com 1 ::; i,j:::; n/4 são 
O O O -A 
raizes. Um sistema simples de raizes é dado por fi= P·t- À2, ... , Àn/4-1- Àn/'h 2ÀnJ-d· 
Para 8 = II- {..\1 - .-\ 2 } queremos determillar o grupo de isotropia Pe. 
Os subespaços de raizes são: 
• Associados a À;- Àj as matrizes em sp(n, C) dadas por R(Ei,j + Ei+n/4,i+n/4 + 
Ei+n/2,j+n/2 + Ej+3n/4,i+3n/4 + Ei,j+n/2 + Ej+n/4,i+3n/4 + Ei+nf2,j + Ej+3n/4,i+nj4)· 
•Associados a Ài + Àj as matrizes em sp(n, C) dadas por 
R( Et,j+n/4 + Ej,i+n/4 + Ei,j+3n/4 + Ej,i+3n/4 + Ei+n/2,j+n/4 + Ej+n/2,i+nj4 + Ej+n/2,i+3n/4 + 
E;+nf2!j+3nj4)· 
Assim, 
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" 
1 fi ó 
o -a' o -li' 
n+ = { 
-/3 -6 
" 
1 
n e f3 são triangulares superiores com diagonal nula } 
f e E simétricas 
o {3' o -O't 
O centralizador de a em k é 
O O A O 
O O O -A 
In= { : A matriz diagonal} 
-A O O O 
o A o o 
Assim, a subálgebra parabólica minimal será p = m ffi a EB n+ e em blocos n/4 x n/4· 
a 1 iJ o 
o -(1,1. o -IJ' u e f3 sào triangulares ·superiores com diagonal nào nula 
p={ } 
-{3 
-6 
" 
7 ,,E simétriws 
o /3' o -a' 
A seguir escolhamos a subálgebra parabólica P0 = ne + p dada em blocos n/4 X nj!J. 
pelas matrizes do tipo 
" 
7 {3 ó 
( _,, f, -/3' 
-{3 -6 
" 
1 
-f, /3' ( -O't 
!:i3 
com /,b matrizes simétricas ([lla.isquer c 
" * " * 
o o o o 
o o o o 
a= ,/J = ,( = ,~ = 
* * * * 
o o o o 
com 11, 17, ç e T reais. 
Em termos de matr'1zes complexas em sp(n/4,C) podemos escolher pe como o con-
junto das matrizes dado por 
com B simétrica e 
.\ 
* 
o o 
o o 
A= ,C= 
* * 
o o 
com).EC. 
Temos que Jlpn-I é um espaço homogêneo de Sp(n/4, C) com isotropia H dada em 
blocos n-/4 X n/4 por 
" ' 
o ó 
ç -(Yt 
' 
o 
o -ó 
"' ' 
-Ç o í -a' 
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com "f e E simétricas P 
o o . . . o .\ 
* 
o o ... o 
o o o (= ,a= , f, = 
* * * 
o o o 
com À real não nulo. Em termos de matrizes complexas H é dado por 
(
A B ) 
C -A' 
com B simétrica e 
.\ 
* 
o o ... o 
o o 
A= ,c:= 
* * 
o o 
onde À E H-{0}. Consideremos agora a fibração canônica 1r: flpn-t = Sp(n/4, C)/ H ---+ 
Sp(n/4, C)/ P6 . Como 1J é normal em Pe temos quePe/li é um subgrupo e, portanto, 
1r define um fibrado principal com grupo estrutural Pe/H. Mas, n~/1! é compací.o e 
conexo, e, portanto, pela Proposic;ão 14, temos que o número de conjuntos controláveis 
em Sp(n/4, C)/ Pe e em Sp(n/4, C)/ H é o mesmo. O grupo de Weyl possui zni4 (n/1)' 
elementos. O subgrupo We possui 2"/-1-t(n/1-1)! elementos. Logo, existem no máximo 
n/2 conjuntos controláveis em Sp(n/4,C)/Pe. Portanto, existem no máximo n/2 con-
juntos controláveis em RP"- 1 para a ação ck qualquer semigrupo de interior não va.zio 
contido em Sp(n/4, C). 
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Capítulo 4 
O Grupo Simplético e 
Controlabilidade de Sistemas de 
Controle 
Neste capitulo estudamos controlahilidade de sistemas de controle onde o semigrupo 
do sistema é um subsemigrupo do grupo simplético. 
Mostramos primeiramente que os Oa.gs minima.is no grupo simplético sã.o as gra.ss-
matmianas dos subeRpaços isotrópicos. 
Analisamos posteriormente coutrolabilidade de sistemas bilineares e controla.bilida.de 
global para sistemas de COJJtrole a tempo discreto. 
4.1 O grupo simplético 
Definamos o grupo simplético como Sp(n, U) = {g E GL(2n, R): lJg = J} onde J é a 
mat.riz 2n x 2n escrita em blocos n x n como 
Seja R2" um espaço euclidiano de dimeHsão par. Lembremos que uma. forma bilinear 
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anti-simétrica e nã.o degenerada. w(u, v) em R?" é dita forma, simplética. Ohscrvemof> 
que, dada. uma forma simplética qualquer, existe uma base tal que a matriz da forma(~ 
a matriz J dada acima. Em blocos n x nos elementos de Sp(n, R) se escrevern como 
( 
a f, ) 
c d 
com ba1 = ab1, dd = cdt e dat- cb1 = 1. De fato, basta resolver a. equação 
Sua álgebra de Lie é sp(n, ll) = {X : X.J + .JXt =O} e pode ser vista em blocos 
n x n como a subálgebra das matrizes 2n x 2n da forma 
com A, B, C matrizes reais n X n, e B e C simétricas. 
4.1.1 Decomposição de Cartan 
Uma decomposição de Ca.rtan de sp(n, /1,) é dada por 
sp( n, R) ~ k + s 
onde k é a álgebra das matrizes anti-simét.rkas em sp(n, R), ou seja, 
(A -B) k~{ B A : J1 anti-simétrica e B simétrica.} 
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e sé o subespaço elas matrizes .simétricas em sp(n, R), ou seja 
s = { ( ~ ~~ ) : A, li são matrizes simétiicos} 
A involuçã.o de Cartan é Jefinida por O(X) = .! X ,J- 1. A álgebra k é isomorfa a u(n), que P. 
a álgebra das tnél.trizes complexas n xn qtw são il.llti-hermitiana.s (isto é, X* = }{t =-X). 
O isomorfismo é dado da seguinte maneira. Se X é uma matriz complexa n X n, pode.mos 
escrever X = A+ iB com A e 13 matrizés reais e X :::: A+ iB é anti-hermitiana se e só 
se A é anti-simétrica e B é simétrica. Assim o isomorfismo é dado por 
A+ iB ,___.. ( AB-AB) 
Seja/{ o grupo conexo cuja á.lgcbra de Lie é k. A dccomposiçã.o de Cartan de Sp(n, /?.) 
é Sp(n,R):::: J(S onde Sé o conjunto das matrizes simétricas positivas definidas em 
Sp(n, R). Como k = so(2n., H) n sp(n., R) temos que f{ = S0(2n, R) n Sp(n, R). Ma.s 
S0(2n, R) n S]J(n, R) é isomorfo a U(n), o grupo das matrizes complexas g que são n x n 
e que satisfazem g* g = 1 onde g* = [/. O isomorfismo é dado da mesma forma por 
(
a -b) g = a + ib {---t 
b a 
De fato, se 9 E S0(2n,Ii) n Sp(n, R) então gg' = 1 e g'.Jg = J e portanto 
("")' ' ' ' ' ' c d E li se e so se b = -c, a= d, aa + TJb = 1 e ab = ba 
Por outro lado, mna matriz complexa. g = a+ bi é unitária se e só se 
gg' =(a.+ lli)(a'- ib') = I 
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Logo g é tmitária se e só se 
c estas são também as condições pam qn<' UIIHt ma.t.riz 
pertença a [{. 
4.1.2 O grupo de Weyl 
As subálgcbras abelianas maximais de s são subálgebras de Cartan pois sp(n, R) é 
nma forma real normal da álgebra. complexa simples sp(n, C). Uma dessas sub~.lg1•bras 
é a subálgebra a das matrizes diagonais em sp(n,R), diag{H,~H} com /1 uma mat.riz 
diagonal n x n. 
Seja a+ = { diag(a1, ••• ,a,., -a1 , ... , ~an) : a 1 > ... > a,. >O} uma câmara rle Weyl em 
a. 
Se A = diag( a 1 , ... ,a,., -a!, ... , -a71 ) definamos o funcional linear ).i por >.i( A) = a;. 
Um sistema de ra;zes positivas será ó.+ ={>.i- Àj : 1 :::; i< j:::; n} U {).i+ Àj: 1 :::; i,j:::; 
n}. Um sistema simples de raizes gerando ó. + é dado por IT = {)q- >. 2 , ... , ,\,._ 1 - Àn, 2,\,.}. 
Sejam 2 o grupo de permutações de {1, ... , n} e r o grupo mult.iplicat,ivo das n-u pias 
( ~: 11 ... , t:,) ot1de os ~:;'s são ±1 e a mult.iplkação é feita componente a component.r:-. 
Temos que:=: a.ge em a como o grupo de permutações 
Temos também que r a.gc em a como o grupo 
.\9 
O grupo de Weyl é o grupo mrrr:spondentc a ação de 2r 
elementos. 
Subálgebras parabólicas 
1'2 em a e tem znn! 
Seja.~+ = {...\;- Àj : 1 ::.; i< j ::.; n} U {...\; + Àj: 1 ::.; i,j ::.; n} um sistema de raizes 
positivas e n = {Àt- À2, ... ,À,._t- ...\,.,2...\,.} um sistema simples de rafzes gcntndo ó+ 
Os subespaços de raizes sã.o: 
• Associados a\·- Àj as matrizes em sp(n, R) cujas únicas entradas não nulas sã.o 
i,j e j + n, i+ n que aparecem nos blocos diagonais (em A e -At). 
• Associados a Ài + Àj as matrizes em sp(n, R) cujas únicas entradas não nulas s;l.o 
i,j + n e j, i+ n que a.pa.recetn no bloco superior direito (em 13). 
Se n+ = L:ae.ó.+ 9a enlâ.o 
n+ = { ( A B ) :A é triangular superior com diagonal nula e B simétrica} 
O -A' 
A subálgehra parabólica minimal é p = m EB a EB n+. Como a é uma subálgebra de 
Cartan temos que o centralizador m de a em k é nulo. 
Se n- = L-aeó.+ .Qa então 
n- = { ( A 
0 ) :A é triangular iufPrior com diagonal nula e B simétrica} 
fi -A' 
Dado um subconjunto 8 C 11 se t.em a subálgcbra parabólica Pe = nf; + p onde nE; f.. 
a subálgelwa de n- gerada pelos eRpaços de raizes de -8. Determinemos as snbá.gdmtR 
parabólicas maximais que .sào aquelas em que e é maximal, ou seja, em que e é o com-
plementar de um subconjunto unitá.rio de II. Observemos que as subálgebras parabólicas 
maximais estão associadas aos flags minimais. De maneira explfcita temos 
•Pn-'-'" é a subálgebra de matrizes da forma ( ; _:, ) com A qualquer e 13 
60 
simétrica. Isto ocorre já qttc os espaços de rafzes a.ssociados a Ài- Àj estão contidos nos 
blocos diagonais. Como Il- 2Àn conl.r~tn todas as raÍzes simples dessa forma, temos quC' 
nfj_2A, sã.o as matrizes em que A é triangular inferior com diagonal nula. 
•Pn-{A,-A;+t}' i-:; n- l ~~a ~.lgebra das matrizes da forma 
com B simétrica 
e 
A= { ( ~ ~ ) :a é uma ma.triz i x i arbitrária} 
C= { ( 
0 0 
) : d é n- i x n- i e simétrica} 
o d 
Assim Pn-{A;-Ai+d é a subcilgebra de matrizes simpléticas da forma 
com a matriz i X 1:. Para se obter a Rubálgcbra parabólica Pn-{A;-A,+,} deve-se olhar todas 
as raizes que podem ser obtida.s por combinações (somas) de Àj+t -Àj = -(.\j-Àj+l ),j -=f 
i, j:::; n-1 e -2Àn e, a partir daf, se olhar os espaços de raÍzes correspondentes. Fazendo 
apenas combinações de Àj+l - Àj obtemos espaços de pesos apenas nos blocos diagonaiR 
c, como j -=f i, as cntrada.R de A que são cobertas são apenas as indicadas. 
Para determinar C, suponhamos inicialmente que i = n - 1. Então, nenhuma com-
binação de ).1+1 - Àj,j < n -1 com -2.\11 nos fornece raiz. Dessa forma, a tÍnica raiz que 
não é da forma Àr- .\.,(cujo espaço de raizes csla fora dos blocos diagonais) que aparece 
é -2>.,. O espaço dr:::ma rai;>; é o q11e tem entrada em 2n X n e isso nos fornece C como 
foi indicado e com d matriz l X L 
(j[ 
Para i f n - 1 as raizes fora. dos blocos diagonais que ,c;ã.o obtidas por comhinnçõcs 
são obtidas reiteradamente como 
e 
e, dessa forma, as rafzes que são obtidas por combinações são -(Àr +À.,) com r,.~> i e 
os espaços de raizes preenchem C como indicado, com duma matriz n- i x n- i. 
Como exemplo especifico da dPterminaçào de A e C, analisemos o grupo simplét.ico 
Sp(6,R). Temos entií.o que II = {.\1- Àz,Àz- À3 1À3- .X.~,.\4- Às, Às- À6 12Às}. Se 
0 = 11- (,\3 - À4 } temos qne -H= p,- ,\" .\3 - .\,,Às- .\4 , .\6 - .\5 , -2-\6 }. Neste 
ca.so i = 3 e daf O' é 3 X 3 e d é :J X 3 e simét.rica. Â parte triangular inferior de ü é 
facilmente obtida pois À2 - À1, À3 - À2 E -e e À:~ - À1 = (,\3 - À2 ) + (,\ 2 - ,\1 ). Como 
Às- .\4,.\6- Às E -8 e À6- À~ = (Às-,.\,!)+ (Àe- Às) obtemos a parte inferior de I· 
Observemos que as partes triangttlRres superiores e as diagonais de a e 1 e a matriz fi 
já aparecem na subálgebt"a parabólica. mini mal. A matriz d é obtida através do espaço 
das raizes -2Às , -(Às+ Às) = (Às-.\,)- 2.\,, -(.\, + .\s) = (.\s- .\,)-(Às+ .\6 ) c 
-(.\, + .\,) = -(.\, + .\,) + (.\,;- .\,). 
4.1.3 O subgrupo parabólico minimal 
O subgrupo pa.rah(Jlico minima.l é dado por P = M AN+ onde A e N+ são os grupos 
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exponenciais de a e n+. Assim 
e 
o 
, -1 
' 
) : h é 11111a 111al.riz n x n e diagonal) 
) 
a triangular superior com 1 's na diagonal 
: } 
b com ba1 = ali 
Resta determinar M. Es::;e grupo é discreto pois o ceutralizador de a mn k é nulo. 
Lembremos qne uma matriz 
( 
a -b ) E f{ se e só se aa" + bb1 = 1 e ba1 =ali. 
b a 
Como as matrizes em /( são anti-simétricas temos que suas inversas coincidem com suas 
transpostas. Portanto, para determinar M = {u E/{: Ad(tt)ll =H para todo H E a} 
basta determinar as matrizes em f( que satisfazem 
para toda matriz diagonal A. Em particular tomando A= I temos 
( 
aa'- bb1 ab1 + ba' ) ( 1 O ) 
ba1 + ab1 bb1 - aa1 O -1 
e temos que aa1-bb1 = 1 e bat =-ali. Destas fórmulas e da carad.erizaç.ão dos elementos 
de f{ teremos que aat = 1 c aN = O, ou seja, a é ortogonal e b = O. Como a é urna. 
matriz ortogonal que comuta com todas a::; ma.t.rize::; diagonais temos que a é diagonal P. 
:mi1.'5 entmdas são ±1. Ob::;ervemo::; que o grupo M determina as componentes conexas 
de P. O grupo AN+ é conexo e se M é discreto o ntÍmero de componentes conexas ele 
P é exatamente a ordem de M. I~ possivel mostrar que cada componente conexa de um 
subgrupo parabóliro qualqnt·r cont/m um elemento de M .(veja (36] seçã.o 1.2 e o k·ma do 
apf.r1dicc) 
4.1.4 Os flags minimais 
Seja w uma forma simplética num espaço euclidiano R2n. Um subespaço \i de R2n 
é dito isotrópico em relaçã.o a w, ou simplesmente isotrópico, se w(u,v) =O para todo 
u, v E V. Pode-se mostrar quP a dinwnsão de um subespaço isotrópico de 1?.2" é no 
máximo n ( veja [2] pg 223). Existem sube~paços isotrópicos de dimensã.o exatamente n. 
Como exemplo, se a matriz da formasimplética numa. determinada. base é J = ( 01-01) 
então, o ~ubespaço gerado pelos n primeiros vetores da base é um subespaço isotrópir:o. 
Usa.remos a notação Lk(n) para denotar a, Grassmanniana dos subespaços isotrópicos 
de dimensão k em R2" para k $ n. 
Mostraremos que os nags mini mais de 8p(n, R) associados aos conjuntos TI- {..\k-
-1,+,) se k S n- 1 e a n- {2-1,.) se k = n são Lk(n). 
Antes disso, apresenLnmcm mn<L descrição algébrica das gra.sstnannw.nas dos sube-
spaços isot.rópicos. Uma maneira. de representar algébricamente um subespa.ço de di-
mensão k é dado através de uma de suas bases. Tomando uma ba...o:;e {3 do R2", um 
conjunto de k vetores linearmente independentes pode ser representado por uma matriz 
2n x k cujas colunas são as coordenada.<J doR vetores em relação a {3. Desta maneira, um 
subespaço k dimensional é descrito por uma matriz 2n X k de posto k. Denotaremos por 
Bk(n) o conjunto das matrizes 2n X k de posto k. Dois elementos p e q E Bk(n) definem 
o mesmo subespaço k dimensional se e só se as colunas de p são combinações lineares 
das colunas de q o que, por outro Indo, é eqnivaknt.e a cxist.ência de um <L matriz a ~: x k 
inversfvel tal que p = qa. Observe que se w é uma forma simplética então exist.e uma 
hase {3 de R2n tal que a matriz da forma. simplética w na base {3 é a matriz J. Assim, 
dois elementos p, q E Bk(n) defiut>m o mesmo subespaço isotrópim se e só st> p = qa com 
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a matriz k X k inversfvel e p1Jp =O. Dcfillél,lllOS uma relação de equivalêncin.""' em /Jk(n) 
' ' , k k , ' I 'J O por p rv q se e so se ex1sf.e uma matnz a., · x e mverstve com p = qa e p . p = . 
O conjutJto das classes df' equivalência fh(n)/ ,...., está fntl correspondência bijet.iva, com 
Lk(n). Esta correspondência nos forn~c~ uma dcscriçào algébrica da. Gra..o:;smatmiana doR 
subespaços isotrópicos. 
Mostremos que Lk(n) é um espaço homogêneo de Sp(n, R). Se V é um subespaço 
isotrópico então gV também é um subespa.ço isotrópico para todo g E Sp(n, R). Isto Sf' 
deve ao fato de que w(gu,gv) = w(u,v) para todos u,v E V e g E Sp(n,R). Portanto 
Lk(n) é invariante pela ação d~ 5'p(n, R). Observemos que em termos da descriçã.o dos 
subespaços isotrópicos k dimensionais como classes de equivalência em Bk(n) temos qtw 
esta ação é dada através da. multiplicação de uma matriz 2n X 2n em Sp(n, R) por nma 
matriz 2n X k. Resta mostrar que Sp(n, R) é transitivo em Lk(n). Analisaremos em 
primeiro lugar o caso em que Ir = n. Para isto, seja V um subespaço isot.rópico de 
dimcnsã.o n e tomemos uma ha$e ortonormal de V. Escrevendo as coordenadas dos 
elementos dessa base em colunas obtemos uma matriz p que é 2n x n. Como a ba-'3e é 
ortonormal, temos que p1p = 1. Desde que V é um subespaço isotrópico, temos que para 
dois elementos quaisquer u,v da base w(u.,v) =O, e isso significa que p1Jp =O. Como p 
é uma matriz 2n x n, podemos escreve-la como 
com a e b matrizes n x n. As coudições p171 = 1 e p1Jp =O se traduzem, em termos de a 
e b como 
e portanto 
g = ( a -b ) E f{ . 
b a 
Agora, seja\;., o subespaço gerado pc•los prinu·iros n vetores da base ca11Ô11ica. l~ claro qu(' 
V0 é isotrópico. Além disso, a. forma da. matriz g acima nos mostra. que V= gV0 . Como 
V é arbitrário, couclufmos que f{ i~ transitivo em L 11 (n) e portanto Sp(n, R) também o 
é. 
Analisemos agora o ca.so em qut> k < n. Seja V um subespaço isotrópico de dimensã.o 
k. Como a.cima, podemos construir uma matriz p de tamanho 2n X k cuja.s colunas são n.s 
coordenadas de uma base ortotJOrmal de V. Seja V0 é o subespaço gerado pelos primeiros 
k vetores da base canônica. V0 é isotrópico e para mostrar que S]J(n, R) é transitivo, é 
suficiente encontrar g E S'p(n, H) tal que gV0 =V. Isso acontece se for possfvel estender 
a matriz p a uma matriz g de Sp(n, R). Para conseguirmos isto, estendemos p a uma 
matriz jJ que é 2n X n e está associada a uma subespaço isotrópico de dimensão n. Para 
isto, necessitamos da seguinte proposiçã.o. 
Proposição 21 Seja. V um subespaço isotrópico. Então existe um subespaço isofrópiro 
V dr dimensão n tal que V C \1. 
Demonstração: Suponhamos que dim V = k < n. Seja V .L = { u. E ll211 : w( n, v) = 
O para todo v E V}. Temos que um subespaço V é isotrópico se e só se V c v.t. Como 
dim V l. = 2n - k > 2n - n = n temos que V está contido propriamente em V .l. Rxiste 
portanto v f/. V tal que w(u.,v) = O para torlo u. E V. O subespaço gerado por V c 
v é isotrópico e tem dimensão maior que V. Continuando este processo obtemos um 
subespaço isotrópico de dimensão n.D 
Da proposição acima temos qne uma base ortonormal de V pode ser estendida a 
uma base ortonormal de V. Isto nos diz que podemos estender p a uma matriz jJ cujas 
colunas são as coordenadas de uma base de um subespaço isotrópico de dimensão n. 
Como mostramos acima, a matriz jJ pode ser estendida a uma matriz de f( e port.a.nl.o o 
mesmo ocorre com ]J mostrando que/{ é transitivo em Lk(n) e dai qne S71(n, R) também 
é transitivo. 
Seja V0 o subespaço gerado pelos primeiro.s l~ vetores da base canonica. A int.ersPçà.o 
de sp(n, R) com a subálgebra de sl(n, R) isot.ropia em Vo é exat.a.meute Pn-{,\k-,\ktd 
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se k ::; n- 1 e Pll-{2>.,.} se k = n. Assim a componente conexa da identidade de Pe 1 
8 =E-{.\~:- Àk+l} s~ Ã:::; n -l P (-) = ~- {2,\,.} se k = 11.1 coincide c.om a componelltf' 
conexa da isotropia. e111 v;J. Port.an1.o1 para mostrar que o subgrupo para.lHmco flc-1 é 
essa isot.ropia basta mostrar que de está contido no subgrupo de isotropia de V0 • Para. 
mostrar que Pe <~st.a. contido na isotropi<t1 é suficiente mostrar que cada. cornpom~nt.e 
conexa contém um elemento da isotropia .. Sabemos que cada componente conexa de Pe 
contém um elemento de M. Como os elementos de A1 são matrizes diagonais, tem-se 
que M está contido na isotropia de V0 . Portanto Lk(n) é o flag minimal de Sp(n, R) 
associado à 8 ='E- f>•k- À"+t} se k::; n- 1 e à 8 ='E- {2.\,.} se k = n. 
4.1.5 A grassmannniana dos subespaços isotrópicos orientados 
Considerarernos 1 também, o conjunto dos subespaços isotrópicos orientados de di-
mensão k::; nem R2" e que será denotado por Lt(n). Sejam g E Sp(n, R) e Ç E Lt(n). 
Obtemos um subespaço isotrópico orientado gÇ, definindo uma base orientada de gÇ 
como a imagem através de g de uma base positivamente orientada de ( Desta maneira 
temos que Sp(n, R) age transitivamell1.e em Lt(n). Temos também que os subespaços 
isotrópicos orientados podem ser representados por matrizes 2n X k de post.o k. Neste 
caso, duas matrizes p 1 q E Bk(n) definem o mesmo subespaço isotrópico orientado se 
e só se p = qa para alguma. matriz o. com det(a) > O e p1Jp = O. Através dest.a 
representa.çíio 1 a ação de Sp(n, R) ta.mbém é dada através de multiplicação de ma-
trizes. Como variedade, Lt(n) é um recobrimento duplo de Lk(n) com aplicação de 
recobrimento 11' : Lt(n) ~ Lk(n) dada pela eliminação das orientações nos subespaços 
isotrópicos. Clarament.e 1 este r<"mbrimento é equiva.ria.ntc em relação a ação de Sp(n, R), 
i.e., 11' o g = g o 11' para todo g E Sp(n, R). Nosso interesse em Lt(n) é que ele pode 
ser imerso no produto exterior A"(R2") como um subconjunto da esfera neste espaço. 
Lembremos que l\k(R2") é gerado pelo.'> element,os da forma u 1 1\ ... 1\ 1tk 1 lli E R2". Uma. 
ba.._.:;e para A"(R2") é dada por e;1 1\ ... 1\ ei1< para i 1 < ... < ik, onde (3 = {c11 ... , ek} é uma 
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base de R2n. Um produto intNno em U2)). induz um produto inlerrto em l\k(R2") como 
Portanto se (3 é ortonormal em R2" v~mos que a base ei1 A. ..• A. Cik também será 
ortonormal. Observemos também que a matriz ((ui, vi) )i,j é dada por 1/q onde p e q são 
as matrizes 2n x k cujas colunas sã.o a_<; coordenadas, em relação a alguma base ortonormal 
dR2nd' '· ~t· f e , os Ui s e v; s 1 espcc 1vamen .e. 
Definamos um elemento decomponfvel como um elemento f, E l\k(R2") que pode ser 
escrito como Ç = u 1 A. .•. A. uk com u; E R2". Consideremos a aplicação de Lt(n) em 
Ak(R2") que leva uma base ortonormal positivamente orientada p = {ut, ... ,uk} de um 
subespaço k-dimensiona.l no elemento clecomponfvel u1 A ... A Uk· Temos que Lt(n) está 
em correspondência bijetiva com os elemf'nt.os decomponiveis de norma um em l\k(R2") 
e que satisfazem ( u 1 A ... A. Uk, v1 A. ..• A. vk) = O onde, u 1 A. ... A Uk é a imagem pela aplicaçào 
acima de p = { u1 , ... , uk} e v1 A. ... A v ~o é <L imagem de { v1, ... , vk} que está na classe de 
equivalência da matriz Jp mil Bk(n)/ "'· Observemos que \ u1 A. ... A 1tk I= 1 scguP da 
ortononnalidade de p. 
Da mesma maneira, Lk(n) é. vista como um subconjunto do espaço projetivo de 
l\k(H? 11 ), e através destas realizações, a aplicaçào de recobrimento 1r torna-se a idrtJ-
tificação usual de antfpodas na esfera. Temos qne Lt(n) é um subconjunto próprio da 
esfera. 
4.1.6 O número de conjuntos controláveis 
Como vimos anteriormente, o grupo de Weyl W possui 2"n! elementos. 
Para 8 =I;- p.~,:- À~.:+t} com k::; n- l temos que a ordem de lVe é k1.2"-k(n-
k)! Portanto a Proposição 9 nos diz que existem no máximo 2"n!f kl.2''-k(n- k)! = 
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2'.n'/k'(n- k)' = 2' ( ;• ) conjuntos controláveis efetivos em L,(n) para a açao d<' 
qualquer semigrupo S C Sp(n, fi) com pontos interiores. 
Para e = I: - {'L\,} tl"'lllOS tplP. VVe é o grupo de permutações em n elementos. 
Portanto a Proposição 9 nos diz que existem no máximo 2" conjuntos controláveis efetivos 
em Ln(n) para a ação de qnalf)ucr semigrupoS C Sp(n, R) com pontos interiores. 
Passemos a analisar o número máximo de conjuntos controláveis efetivos em quo.lquer 
flag Be. Para isto, seja fJ(i,j) = P-r- Àr+l : i ::; 7' $ J e j < n}. Temos que 
qualquer 8 c f1 é uma. das uniôes disjuntas 8 = ll(i1 ,j1 ) U ... U II(ik,jk) u {2.\.,.} ou 
8 = Il(i1,jl) U ... U 11(ik,jk) com )t +I < i1+ 1 para todo l = 1, ... , k- 1 e A:::; n- 1. Se 
8 = IT( i 1 , it) U ... U ll( ik, ]k) t.emos que l+'e é o produto direto dos grupos de permutações 
dos conjuntos { i1, ... ,JJ + l} e portanto ! We != Ut - it + 2)! ... (Jk- ik + 2)!. Assim o 
número de conjuntos controlá.v~is efetivos em Be é no máximo a ordem de WfWe filie 
' 2" lj( · · 2)1 ( · · 2)' S n fi(· · ) 11( · · ) { ' } e n. Jt - tt + .... )k- Ik + .. ~e o = tt,Jt U ... U Zl..,)k U 2An temos 
duas possibilidades a considerar: jk ~ n - 1 ou jk < n - 1. Se jk = n - 1 temos 
que J We I= (jt- it + 2)!. .. (Jk-t- ik-l + 2)!(n- ik)!2n-ik. Logo existem no.má.ximo 
2ikn!j(j, - i 1 + 2)! ... (Jk-t - ik-t + 2)!(n- ik)! conjuntos controláveis efetivos em Be. 
Se }k < n - I a ordem de We será (jt - it + 2)! ... (jk- ik + 2)!.2 e existem no máximo 
2n-1n!j(J1 -1:1 + 2)! ... (jk- ik + 2)! conjuntos controláveis efetivos em Be. 
4.L7 A variedade aberta e densa 
Estaremos interessados na variedade aberta e densa que aparece na decomposição de 
Bruhat das grassmaunianas de subespaços isotrópicos Lk(n). A decomposição de Bruhat 
é relevante na análise da ação das matrizes diagonais nas Grassma.nnianas dos subespaços 
isotrópicos. No Capitulo I, definimos elemento euclidiano regular. Um elemento h E 
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Sp(n, R) é euclidiano regular se existe a E .S'7J(n, R) satisfa?:endo 
e .\1 > ... > .\,. > O. Seja N- o grupo das ma.trizes da forma 
onde a é nma matriz n x n triangular inferior com uns na diagonal e c é n x n com 
a-lct = c(a-1)t. As V(l.tiedades estáveis pa.ra h= diag{.\ 1, ... ,Àn,X(1, ... ,.\;;-1} com .\ 1 > 
... > Àn > O são as N- -órbitas. O número de órbitas é finito e existe somente uma 
órbita aberta e densa que é N- f, o onde f, o é o subespaço isotrópico representado em 
( 0
1 ) Bk(n)/,....., por onde 1 é a matriz identidade k x k. Observe que se (3 = { r-t, ... , e2n} 
é a b&o;e canônica de R2n ~nUio ~o é o subespaço gerado por et, ... , ek. Verificar~mos n 
seguir que N-Ç0 é de fato nma variedade estável para h= diag{.\ 1 , ... ,Àn,À1 1 , ... ,.\~ 1 } 
com )q > ... > Àn > O. Obviamente f,0 é um ponto fixo para h. Temos também que se 
n E N- então hmnf,o = h"'nh-"'(o- (0 qua.mlo m- oo pois (.\i/ .\;)m-O se i< j ~ n. 
Assim f,0 é um atrator para h. Alláloga.mellte, o subespaço gerado por e71+t, ... , e,+k c 
que denotaremos por f,Q é um repcleut;e para. h. 
Em termos da representação elos subespaços isot.rópicos como matrizes 2n x k temos 
que a órbita aberta N-f,0 corresponde às matrizes da forma 
onde 1 é a matri?: identidade k X k, .T é arbitrária (2n- k:) X k. De fato, em blocos 
70 
com a invcrsivcl k x k e 1 matriz k X k. Assim N- Ç0 é dada por 
(X 1 
6 óa-1 
-
I "(0'-1 
v IJQ-1 
Observemos que N- Ç0 é difeomorfa a um espaço euclidiano. 
Em termos da representação de Lt(n) em l\k(R2n) temos a seguinte interpretação da 
órbita aberta. 
Proposição 22 E.rr:iste 'rJ E Lt(n) tal que a N- -órbita aberta em Lk(n) é dada pm· 
k 
{Ç E (\(R'n): (ry,Ç) >O} 
Em Lt(n) existem duas N- -órbitas abcr·tas que são os semi-espaços dados por (ry, é,) >O 
e (ry,Ç) <O. 
Demonstração: Como vimos acima um elemento da órbita aberta é representado 
pela rnat,riz 2n x k 
(~) 
Torna.ndo o produto exterior de suas colunas, obtemos um vetor decomponfvel que de-
notaremos por f,. Seja17 = r1/\ ... /\e1 E Liln). Temosentãoque(ry,Ç) = det ( 1 O) (:) 
1. Assim a órbita aberta. está contida em 
k 
{Ç E 1\(R'n): (rJ,Ç) >O} 
Reciprocamente, dado 11m elementodecomponfvelÇ = u1/\ ••• /\uk E Lk(n) satisfazendo 
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(11, Ç) >O, a matriz p cujas colnrw.s ~ão a.s coord~na.das dos u;'fl pode ser escrita eorno 
p = (:) 
com a k x k e p1Jp::::::: O. A condição (1J,Ç) >O implica que det(a) >O. Portanto 
e Ç pertence a órbita aberta. 
Como JT : Lt(n) ----t Lk(n) é dada através da identificação de antipodas temos quP 
em Dt(n) existem duv.s N--órbité\.15 abertas que sã.o os semi-espaços dados por (7f1Ç) >O 
e (~, Ç) < O .O 
4.2 Controlabilidade de um sistema de controle bi-
linear 
Estudan~mos a controlabilidade de sistemas de controle bilineat-cs da. forma. 
.i:= (A+ v.Bh 
onde X E R2"' A c B são matrizes 2n X 2n ua álgebra de Lie sp(n, R) do grupo simpléit.ico 
Sp(n, R) eu assume qualquer valor real. Por controlabilidade queremos dizer a at.ingi-
bilidade, a partir de um estado inicial x0 -:f O, de qualquer estado final x -:f O aüa.vés de 
órbitas (soluções) do sistema. Em [3, Teorema 2] R. El Assoudi e J.P. Gauthier deram 
condições sohre as matrí;;o;cs A c [] para que o sistema seja cont,rolá.vel. No nosso caso 
esta.·~ condições se traduzem em 
C-1 B = diag{>", ... , À,, -)q, ... , -À,} com À1 > ... > À,. > O. 
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C-2 Se A se c.scJTVP como A= (a.i,J), entào al,n+l-O.n·!-1,1 <O 
C-3 A álgebra de Lie gerada por J1 r. IJ é sp(n,ll). 
Nosso interesse aqui é o de dar uma demonstração tecnicamente mais simples do re-
sultado apresentado em [3] . Esta demonstraçã.o se utiliza da mesma técnica da demmJ-
slração dada em [27, :31] que trata do caso em que A, B E sl(n, R). 
SejaS o semigrupo de Sp(n, R) gerado pelo sistema de controle, i. e., 
Naturalmente, o sistema ó cont.rolá.vd em R2" - {O} se e só se S é trau.sitivo em 
R'"- {0}. 
A e<mdiçã.o C-3 implica que S tem interior não vazio em S'p(n, R). 
Já que o grupo simplético é transitivo no espaço projetivo o Corolário 1 no.s mostra que 
Sé transitivo em R 2"- {O} se c só se S = Sp(n, R). Logo para provar a cont.rolabilidade 
do sistemé'L é necessário mostrar que Sé o grupo todo. 
Suponhamos que S scj& um suhsemigmpo maximal de Sp(n, R) e seJa Ck o 1Ínir.o 
conjunto controlável invariante para S' em Lk(n). As Proposições 7 e li nos gara.ntcm 
que existem h euclidiano regular, h E int( S') e k = {I, ... , n - 1} tal que Ck está. contido 
na variedade e,o;t,ável df' h que cnrresponde à órbita aberta e densa da decomposiçào de 
13ruhat de Lk{n). 
Definição 4 Diremos qne um semigrupo ma.úmal S é do tipo k se S e k são como acima. 
Um. semigrupo prÓJWio de Sp(n, R) é dito do tipo k se estiver contido num scmign1po 
maxima,l do tipo k. 
Assim todo semigrupo próprio de Sp(n, R) é do tipo k e para mostrar que S 
Sp( n, R) basta mostrar que S não é do l.ipo k para. nenhum k = { 1, ... , n - 1 } . 
Analisaremos agora, os conjuntos controláveis invariantes em Lt(n). Estes conjuntos 
existem pois Lt(n) é compacta. Como a projeção 1r : Lt(n) -----t Lk(n) é equivariantP 
temos pela Proposiçào l5 que estes conjuntos controláveis invariantes estão co11t.idos em 
7r- 1 (C") e se projetam em Ck. Como 1r é uma <Lplicaçã.o de recobrimento duplo existem 
um ou dois conjuntos controláveis invariantes em Lt(n). 
Escolhamos k tal que S' é do tipo k. Ent~.o Ck está. contido em alguma va.riedack 
estável aberta de Lt(n). Assumiremos na discussão abaixo que os conjuntos controláveis 
para Sem Lk(n) e em Lt(n) são conexos. Defina C = 1r-1 (Ck). Pela Proposiçào 
22 existe TJ E /\k(R2n) tal que (1f1e} -/:- O para todo Ç E C. Como C é compado ele 
se quebra em duas cornponeut.es conexas que denotaremos por c+ e c- = -c+ onde 
c+= {I' E c: (~.o> O} e c-= {Ç E c: (1J,t;) < 0}. Existem duM poSRihilida.des. 
Ou c+ é um conjunto controlável invariante, o mesmo ocorrendo com c- ou o próprio 
C é um conjunto controlável invariante. Como estamos admitindo que os conjuntos 
controláveis paraS em Lt(n) sã.o conexos temos que somente a primeira possihilidade 
ocorre. Observe que as expressões acima para c~± implicam que Ç e -Ç não podem estar 
simultaneamente no mesmo conjunto controlável invariante paraS em Lt(n). 
Temos então a. proposição que 11os dá condições sobre a controlabilidade do;, sist.cnHl.S 
bilineares 
Proposição 23 Suponha que C-1, C-2 e C-3 são satisfeita .. '>. Então S = Sp(n, R) F o 
sistema bilinear é conlmlávcl. 
Demonstração: Consideretnofl o cone suhtangente 
L(S) ={X E sp(n, R.): exp(tX) E fe(S), para todo t? O} 
Temos que D{S) é um cone convexo que contém A, ±B. Mostremos que 
( O E ) E L(S) 
-E O 
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onde O é a matriz uula n X n e E(., a nutt.ri?; n X n 
o o 
o o 
b'= 
o o 
De fato, se B = diag{!t1 , ••• , jt 210 } onde fi; = À; , i= 1, ... , n e J.li = -Àj-n, j = n+ I, ... , 2n 
temos que e18 Ac18 = (et(tt,-t<,la;,j}i,j E L(.S') pois e18 esAe-tB = exp(sAd(e18 )A). Dai 
c 
são curvas em L(S) pois o mesmo é um cone convexo. Mas 111 -fln+1 = 2,\l > f.li -ft3 
exceto quando i= l,j = n +I. Assim 
lim a(t) = 
·-= ( DoAo) E L(S) 
onde O é a. matriz nula n X n e A é a mat,riz n x n 
o o 
o o 
Análogamente 
lim /3(1.) = ( 0 0 ) E L(S) 
•-= H O 
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onde O é a matriz nula n X n e B é a matriz n X n 
o o 
B= 
o o 
Supondo qne at,n+t >O tem-se que a,.+t,t <O. Logo 
( 
o 
D-
-E 
E) O E L(S) 
Mas 
cos(t) O · · · sen(t) · · · O 
exp(tD) = 
o 1 
-sen(t) 
o 
cos( t) 
1 
e portanto exp( 1r lJ) = diag{ -1 1 11 11 ••• , -1, 1, 1, ... } E f e(S) 1 aqm o último -1 está. lla 
posição n+ 1. Como vimos anteriormente e1 A ... A q é um atrator de exp( nD) e portant.o 
pela Proposição 5 pertence a nm conjunto controlável invariante em Lt(n). Mas 
exp(nlJ)e1 1\ ... I\ Ck = -e1 A ... /\ ek 
e concluimos que -e1 1\ ... 1\ ek também pertence a este conjunto controlável iTJvariant.e. 
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Como Sé conexo os conjuu1,os cout.rolávcis invariantes paraS em Lk(n) e em Lt(n) sã.o 
conexos. Logo, como vimos acima, S não é do tipo k para nenhum k, o que implica na 
controlabilidadc do sistema bilinear.D 
4.3 Controlabilidade global de sistemas de controle 
a tempo discreto 
Estudamos a seguir, controlabilidade global de sistemas de controle a tempo discreto 
da forma 
onde Xm E R2n, A e B sã.o matrizes na álgebra de Lie do grupo simplético Sp(n, R) e 
u assume qualquer valor real. FJstes sistemas são obtidos discretizando-se sistciJléiS de 
controle bilineares à tempo wnt.Ínuo. 
Para o estudo dos sistemas de controle à. tempo discreto damos como referência. o 
artigo [1 9] de B . .Jakubczyk e E. D. Sontag. 
Por controlabilidade global queremos di?.er a atingibilidade, a partir de um estado 
inicial x 0 1- O, de qualquer estado final :r f O através de iterações do sistema. l':st<J.rC'mos 
interessados em dar conrlições sobre as matri?.es A e B de maneira que o sistema se torne 
globalmente controlável. 
SejaS o semigrupo de Sp(n, fl) gerado pelo sistema de controle, i. e., 
" { A+uJB A+u,.B R > !} 
,J = c ... e : ui E , m _ 
Naturalmente, o sistema~~ controlável em R2n - {O} se e só se S é transitivo ~m 
R2n- {0}. 
Suponhamos que S tenha int~l"ior não vazio em Sp(n, R). 
Pelo Corolário 1 temos f]Uf' ,C,' é transitivo em R211 - {O} se e só se S Sp(n, R). 
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Logo, para provar a controlabilidade do sistema é necessário mostrar que S é o grupo 
todo. Vimos na seçã.o anterior que S = Sp(n, R) casoS não seja do tipo k para nenhum 
k = 1, ... , n- 1. Suponhamos que os conjuntos controláveis invariantes paraS em Lk(n) 
e em Lt(n) são conexos. Então, como na seção anterior, temos que S não é do tipo 
k para nenhum k = 1, ... , n- I caso exista Ç E Lt(n) tal que ±Ç estejam no mesmo 
conjunto controlável invariante. Veremos que os conjuntos controláveis invariante.s para 
semigrupos gerados por um sistema de controle à tempo discreto em Lk(n) e Lt(n) são 
conexos. 
Observemos que ll E sp(n, R) é euclidiano regular se existe a E Sp(n, R) satisfazendo 
com )q > ... > Àn > O. 
Agorn., queremos dar condiçõe.s sobre as mn.trizes A e B para que o sistema rlc con-
t,rolc a tempo di:>crdo ::;çj;J. conüo\;í,vç:J. E::;t,amo:> procur<~,ndo condiçõeB scmellli'I.Hks às 
condições C da Proposição 23. Para isto, seja 8 = dia.g{Àt,-- 1 À,~,-À 1 , •.• ,-Àn} com 
) 11 > ... > >.,. > O. Sabemos que o conjunto dos elementos euclidianos regulares é aberto 
em sp(n, R) e portanto (1/u)A + B também é euclidiano regular seu é suficient.cment~ 
grande. Como exp(A + uB) = ~xpu{l/uA + B) temos bastante elementos e11clidianos 
regulares em S cujos atratores estão nos conjuntos cont.roláveis invariant.es nas Gra.ss-
manninas dos subespaços isotrópicos. 
A seguir apresenta.remos uma parametrização "boa" dos elementos euclidianos regu-
lares 1/uA + 8. Seja a o coujunto dos mat.rizcs diagonais em sp(n, !?.), c definamos a 
aplicação ifJ: Sp(n, R) X a ----t sp(n, R) por 
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Temos que 1)( 1, B) = B e a diferencial de 1) em ( 1, B) calculada em (X, Y ) é Ja.da por 
Como B = diag{JLIJ···,f12n} onde tti = À;,i = l, .. ,n e f-li= -Àj-n,j = n+ 1, ... ,2n 
temos que sua adjunta é dada por [X, BJ = ((fLj- J.li)xi,j) onde X= (xi,j)· 'l'emos então 
que ad( B) f.. uma aplicaç.âo sobrejetiva no subespaço das matrizes 2n x 2n com zeros 
na diagonal principal. Dc:>(lf~ que. Y é arbitrária segue-se que (dq))(t,R) é Rolm·jdont. 
Portanto, pelo teorema da funçã.o implfcita, qualquer curva diferenciável partindo rle B 
é localmente a imagem airavé::; de 1) de uma curva diferenciável. Em particular, existe, 
para f suficientemente pequeno, uma curva, diferenciável f --) (g0 !!,) tal que 
Por continuidade H, = ding{.\ 1" ••• , À,H, -Xl,1 , ... ,-X;;}} com ,\1, > ... > À.,, > O. A curva 
(9n H() não é única já. que r/> não é injetora. Entretanto, sua derivada em zero (if01 /]0 ) 
satifaz 
[9o, B] + fio = A 
e como ifo é diagonal e 13 = ding{ À1, •• , À,, -,\, 1 , ••• , -,\,,.,}, temos, para i i- j 
( . ) Ui,j 9o i,j = 
flj - Jli 
onde A = (ai,j)· Assim est.<t,'l cntrada.s de iJ0 são determinadas a partir de A e 8. 
Denotaremos por AB a matriz que é zero na diagonal principal e cujas enlra.d(l.::; i,j, 
i # j são dadas por ai,j/(J~j -/li)· A condição sobre controlabilidade do ::;is1,ema. de 
controle à tempo discreto será dada em termos da matriz AB. 
Tomemos, agora, nma. mat.ri,; arbit.rá.ria X :::: (xi,J) que é 2n x 2n e consideremos o 
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menor k x k dado por 
Xt,n+k 
det 
Xk,n+k 
Sabemos que este menor é dado no formalismo dos produtos exteriores por 
Denotaremos este menor por at(.\"). Temos também o menor k x k 
Teremos então o seguinte conjunto de condições 
Estas condições serã.o chamadas condições Ck. 
Observemos que C 1 é a condição C-2 da Proposição 23 . 
Vimos anteriormente que se tl é suficientemente grande então 1/uA + B é euclidiano 
regular na álgebra e assim cxp(u(l/uA + B)) = exp(A + uB) é euclidia.no regular no 
grupo. Seja (g0 H f) tal que gfng; 1 = tA+ B. Da construção desta curva feita acima. 
através do teorema da função implicita podemos assumir que g0 = 1, H0 = B, .iJo = A8 
c il0 é a par1.e diagonal de A. Com estas escolhas, definamos l•t = Yt/u se I u I é 
suficientemente grande. Temos então o segninte lema. 
Lema 1 Sejam ç+ = e1 A ... A ek e ç- = en+t A ... A en+k em Lt(n) e suponha qne as 
condições Ck são salífeiias. Enlii.o e.1:i:;;/.cm. u 0 > O e u1 < O snficientemenf.e grandes e 
RO 
como a.cima e tomemos a expansão de Taylor de seu Loga.ritimo 
2 
' g, ~ cxp(áí + 2 v, + ... ) 
Desde que i;o = A8 e a diferencial da aplicação exponencial na identidade é a identidade, 
temos que Yj = A8 . Por outro lado, temos para qualquer matriz Z que (ziç+,Ç-) =O 
se j < k. De fato, os subconjunto::; {1, ... 1 k} e { d + 1, ... , d + k} são disjunto::; e 
aSR!nt 
Z 2(r 1 À .•• À <·k) ~ (Z 2r 1 À ... À"'-\- Zc 1 À Zc2 À ••• À Ck + ... 
... + Zc 1 À .•• À Zc,) + ... + (Zc 1 À ..• À Ze, + ... + e1 À ... À Z'c,) 
e iterando sucessivamente obtemos 
Z'(e, À ••• À e,)~ (Z'e1 À ... À e,+ ... + z'-1e1 À ••• À Ze,) + ... 
... + (Ze 1 À ... À z'-'e, + ... + e1 À ... À Z'e,) 
Temos então que 
zk(e1 A ... A ek) = k!(Ze1 A Ze2 A ... A Ze,) +(termos que envolvem algum e; com i~ k) 
Para j <A: toda componente de zi(e1 A ... A ek) envolve algum e; com i::; k e portanto 
o produto interno desta componente por ç- é: o determinante de uma matriz que possue 
a linha i identicamente nula mostrando que (ZiÇ+,ç-) =O se j < k e (zke+,ç-) = 
k!(Ze1 À Ze2 À ... À Zc,,l;-). 
Expandindo a exponencia.\ que aparece na expressão acima para g{ obtemos f}lle 
g, = (termos de ordem 
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assim as primeiras k ~ 1 derivadas em zero de 
são nnla..'l e a k-ésima derivada em relação a f_ da aplicação acima. é dada por 
que é exatamente k\a-,;(A 8 ) já que YJ = A8 . Como a-,;(A8 ) > O existe ( > O com 
(gJ,+, ç-) > O e obtemos o u0 > O desejado. Da mesma maneira, calculando R!:i derivadas 
de (gtç-, ç+) obtemos quP a prirneira nào nula. é 
Portanto a condição Ck nos garante a existência de u1 < O suficientemente grande t.a.l 
que (lu/,- ,Ç+) <O se. at(A8 ) >O para k impar e at(A 8 ) <O para k par.O 
Podemos então enunciar o resultado sobre controlabilidade globa.l para sistemas de 
controle à tempo discreto. 
Proposição 24 Consideremos o ~~istema. de contrair. à tempo discreto e sutJOnhamo.<; qnr 
o scmigntpo 5' gcra.do pelo mesmo tenha' intr.1·ún· não vazio em. 87J(n, H). Suponhamos 
qne B = diag{>11 , ... ,>.,,-)11 , ... ,->.,} com )q > ... >...\,>O e que as condiçõrs Ck são 
satisfeitas pam 1 ~ k ~ n -L Então S = S'7J( n, R) e o .c;ístema é globalmente C011.1.1'0ldvcl. 
Demonstração: Mostraremos que S não é do tipo k para k = 1, ... , n- I. Vimos 
anteriormetlt.e que se u > O é suficientemente grande então h = exp(A + uB) é euclidiano 
regular no grupo. Como h é euclidiano regular seu atrator, que denot.<~.remos por Ç,, per-
tence a Ck o conjunto controlável invariante em Lk(n). Aplicando a proposição 4 t.emos 
que Ck é conexo. Levantemos Ck n. Lt(n). Como h= a(diag{..\1, ... , Àn, ..\! 1 , ... , ..\;:;- 1 } )a-1 
o atrator Çu se levanta em aut.ow'!tore.c; de h. Estes autovetores são pontos fixos para a 
açào de h em Lt(n) pois na a.çào de h em Lt(n) só interessam os aut.ova.lorcs positivos 
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)11 , ••• , Àn . Aplicando novamente a Proposição 4 ternos que os conjuntos controláveis 
invariantes paraS em Lt(n) também são conexos. 
Seja <o o subespaço gerado pelos k primeiros vetores básicos {ct, ... ,c~;:}. AOnna.mos 
que Ç0 E Ck. Desde que 
exp(A + uB) = /u exp uH1ju/;; 1 
temos que /:,11 = f,é,o já que é,o é o atrator de exp H1 /u· Como Ck é fechado c f 1, ~ I 
quando u -----+ +oo temos o d~sejn.do. Como conseqüência temos que ç+ = e1 A ... A ek 
pertence a algum conjunto controlável invariante em Lk(n). Denotemos por C este 
conjunto controlável invaria11te. Mostraremos que -e+ também pertence a C de onde 
coucluimos que S nào é do tipo k. As condições Ck são necessárias nessa parte da 
demonstraçào. Mostrarcn1os inicialmcnü~ <J11c ç- = en+l A ... A en+k também JH'rt.cncc a C. 
Temos qne o raio definido por "'j.,0 (+ é um atrator para exp(A+u0 B) em Dt(n) c porl.a.nt.o 
pertence a. um conjunto cont.rolávcl inva.ria.ute que por continuidade é C. Obsr.rvcmos que 
se tomarmos u <O suficientemente grande então os atratores de cxp(A + u/3) em !1t(n) 
são as imagens através de')',. dos repelentes de cxp( B). Isto é verdade pois cxp(A +ul3) = 
1uexp(-n(-H1ju))J,";"" 1 e os atratores de exp(-H1 ju) coincidem com os repelentes de 
exp B. Assitn 1 como ç- é um rcpelent.P de exp B temos que /uç- é um atra.t.or para 
exp(A + uB) seu< O é suficientemente grall(lc. Como as condições Ck sã.o satisfeitas o 
Lema 1 nos garante a existência de 1lo > O suficientemente grande com huoç+ 1 Ç-) >O. 
Por outro lado 1 desde quC' /u-----+ I qtw.ndo 1t-----+ -oo a desigualdade {Ju0 Ç+ 1 ç-) >O 
implica. que huoç+, 111<-) > O para. u < O s11ficicntemente grande c daf f 110 Ç+ está na 
variedade estável aberta e df'mf4a de exp(A + uB). Isto implica que exp(A + uB)m')'110 (+ 
converge a "{1/,- quando m-----+ oo e portanto ')'uç- E C. Fazendo u-----+ -oo ternos que é.-
Larnbém pertence a C. 
Podemos usar o mesmo procedinlPnto para mostrar que -Ç+ E C. Pelo Lema I existe 
11 1 < O suficientemente grande tal que {1,.1 ç- 1 ç+) < O. Como ç- é um repelente de exp B 
temos que "'fu1 ç- é o a1.raJ.or de cxp( A + UJ R) pois Ut < O é suficientemente grande. Por-
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tanto f,. 1 Ç- E C. Tomando iterações de exp(A+uB) para u >O suficientemente grande 
obtemos que expm(A + uB)JuJ.- ~-(+.Assim -Ç+ E C concluindo a demonstração 
do teorcma.D 
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Capítulo 5 
Conjuntos Controláveis por 
Cadeias. 
Neste Capitulo discutiremos o conceito de Conjuntos Controláveis por Cadeias paro. 
ações de subsemigrupos de Grupos de Lie em Espaços Homogêneos. 
A noç.ã.o de conjuntos controláveis por cadcia.s para .semigrupos de contrair foi ;un-
p]arncntc estudada por F.Colonius e W. I<liemann (veja [8, 9, 10, J 1, 12]). 
Pretendemos aqui estender esta noçã.o para semigrupos que não provém necessaria-
mente de um Sistema de Controle. 
Além disso, apresent<~.mos alguns resultados preliminares sobre esses conjuntos. 
5.1 Definição de conjuntos controláveis por cadeias. 
Inicialmente definiremos conjunt.os controláveis por cadeias. 
Para isto, seja G um Grupo de Lie e S C G um subsemigrupo com ü-,.tS i- 0. 
Apesar desta condição não ser sempre necessária, os principais resultados deste trabalho 
necessitam de que S Lenhn. pontos interiores c~m G. Seja H um subgrupo fechado ele G de 
t.al forma. que Gl H seja 11m espaço homogêneo. Então S age em Gil! como um semigrupo 
de difeomorfismos. F'ixf'.mos uma distância d em C: I li. Podemos definir cadeias em G I 11 
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em relação a uma f<~mflia. F de subconj11nt.os rl.e S. 
Definição 5 Seja F v.ma.Jn.m.Üia de subconjuntos de S. Tomemos x,y E OIII, <'>O 
e A E F. Uma (S,E,A)-cadeia. de x para y consiste de xo = x,Xt 1 ... ,x11 _,,x, = J1 em 
G I H c g0 , ... , 9n-l em A fnl qur d(gjx j, x j+,) < <' para j = O, ... , n - l. 
Um coujunto contro!Avcl por F-cadeias é um subconjunto CUJOS ponto::; podem ser 
unidos por (S, E, /\)-cadeias. Precisamf'tiLc temos, 
Definição 6 Um coujunlo mnlmlávrl por F -radeias paraS em C: I 1/ é um subcoujm1.lo 
E C G I /J que safújaz 
1. iniE # 0, 
2. \h;, y E E, e.ást.e uma (S, E, A)-cadcút de x para y, para. lodo E> O e A E F 
S. E é ma.úmal sntisfnzcndo estas propriedades. 
O semigrupoS é dito transitivo por F-cadeias se Gl H é um conjunto controlável por 
.F-cadeias, isto é, se qualquer dois pontos de G/ H podem ser unidos por (S', E, A)-cadeia.<> 
para quaisquer E > O e A E .F. 
Apesar da definiçã.o acima mencionar explicitamente uma distância em G I li, a noção 
de conjunto controlável por F-cadeias não se altera se consideramos uma distância equiv-
alente a aquela inicialmente considerada. De fato, temos 
Proposição 25 Sejam d c d' duas métT·icas equivalentes em G I 1-l. Ent.ão E é um con-
junto controlável por .F -cadcia.8 atmvés da métrica. d se e só se E é ttm conjnnto con-
trolável por F -cadcia8 alra11és da. mét1'ica. d'. 
Demonstração: Tomemos :r ~ y E E. Sejam x 0 = x, Xt, ... , Xn-I, X 11 = y em G lll 
e g0 , ... ,gn-t E A determinando uma (5', r, A)-ca.deia de x para. y através da métrica. d. 
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Teremos então que d(grrj,Xj+t) <f para j =O, ... , n- 1. Como de d' são equivalentes, 
existem constantes c, k > O tais qne 
kdlr,y) :S d(cr,y) :S cd'(x,y) \lx,y E G/II 
Dai d'(gjXj,Xj+t} < Elkj = o, ... ,n-1. Assim Xo = X,Xt, ... ,.'l:,_t,Xn = y em GIH e 
g0 , ••• ,gn-l E A determinam1tma (S,Eik,Jl)-cadeia de :r para y através da métrica d1. 
Análogamente, se x~ = x, :r~, ... , x:,_ 1, :r:, = y em G I H e gb, ... , g:,_ 1 E J1 determinam uma 
{ S, f, A )-cadeia de :r; para y at.ravP.s da mé:trica d1 então xri = x, x;, ... , x~_ 1 , x~ = y em 
G I H e gb, ... , g:,_1 E A dctermilléUII uma (S, a, A)-cadeia de x pa.ra y através da méi.rka 
d. Portanto temos que a condição 2. na dcfiniçào de conjunto controlá.vel por cadcia.c; é 
independente da métrica, o que conclui a demonstração. O 
Veremos a seguir, através de urna aplicaçào do lema de Zorn, que qualquer subcon-
junto satisfazendo as duas primeiras condições na definição de conjunto controlável por 
T-c&deias está contido num coujunto controlável por .F-cadeias. 
Proposição 26 Seja E um subconjunto de G I H satisfazendo as condições I, e 2. da 
Definição 6. Então E está contido nttm conjunto controlável por F-cadeias. 
Demonstração: Seja A= {F C Glfl; F satisfaz 1. e 2. da. Definiçi'í.o 6 }. Desde 
que E E A temos que A f 0. Consideraremos a inclusã.o como relaçã.o de ordem em 
A. Mostremos que todo conjunto totalmente ordenado de A tem limite superior. Com 
efeito, seja {Fa}oE/, onde l ó um conjunto de fndices, um conjunto totalmente ordenado 
de elementos de A. E11tão 
F= U /~ 
oEI 
, que é um elemento de A, é um limite superior para {Fcr}aEJ· De fato, se x, y E F ent.ão 
x E Fero e y E Fa 1 • Mas F ao C fi~ 1 ou /'~, 1 C Fao e portanto existe uma (S, f, A)-cadcia 
de x para y para todo f > O e A E :F. Aplicando o lema de Zorn temos que A tem um 
elemento maximal e E está contido num conjunto controlável por F-cadeias. O 
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Observemos que nem scmpn-' existem conjuntos controláveis por F-cadeias. Como 
exernplo 1 tomemos como S o ;.;emigrupo d(~ translações na rda real dado por {g: g(:r) = 
x +a com a ~ O} . Seja :F uma familia qualquer de subconjuntos de S. Então n<i.o 
existe conjunto controlável por F-cadeias na reta real. De fato 1 tomemos x e y rf"aJS 
e suponhamos que x < y. Então para. f < d(~,y) 1 e para qualquer ;1 E :F não existe 
(S, f, A)-cadeia de y para :r. Isto é verdade pois gy;?: y \fg E S. 
No decorrer deste trabalho, veremo.c; exemplos de conjuntos controláveis por F-cadeias. 
Segue-se l.a.mhém da condição :1 qtw dois conjuntos contro\Avcis por F-cadeias ou são 
disjuntos ou coincidentes. Na w-rdade temos: 
Proposição 27 S'fjam E r F' dois om.jtt.nfo:;; f:onlrolrívcis por :F -cadciru: pa.m. S rm nj 11. 
Então E = F ou E n F = 0. 
Demonstração: Suponhamos E n F' ::/:- 0 c tomemos .7: E E n F. Mostra.rentos 
que EU F é transitivo por cadeias c port.n.nto Lemos que EU F = E = F. TonH·mos 
E > O, A E F e a, b E E U F. Mostraremos que existe uma (S, e, A) cadeia de a para 
b. Suponhamos sem perda de genera.lida.df' que a. E E e b E F. Como a E E ~ x E F 
existem :ro = a, ... ,x,. = x em G/If, go, ... ,gn-t E A tal que d(g;x;,x;+!) <E para 
todo i= l, ... ,n- l. Desde qne :r E F c b E F existem y0 = x, ... ,ym. =bem O/H 
, h0 , •.• , hm-1 E A tal que d(hj]Jj 1 Yj+l) < f para todo j = l, ... , m- 1. Portanto .1:0 = 
a, ... , x,., y0 , ••• , Ym = b e g0 , ... ,g,._ 1 , ho, ... , h.m-1 E A determinam uma. (S, f, A) ca.dc.Ht de 
a para b.D 
Consideraremos os segnintcR de subconjuul.o;.; de S. 
1. (Semigrupos de Conf.rolc} Sejam X o, X,, ... , X.,. campos vetoriais invariantes a di-
reita em G, e consideremos o sistema rlc controle 
"' 
,i(i) = Xo(x(t)) +L u;(t)X,(x(t)) ( 5.1) 
i=l 
onde u = (u 1, ••• , u,.) EU pn.ra alguma classe de controles admisRfveis U. Dr~not.a­
mos por 1r(g, u, f.) a soluç<i.o do sistema no tempo i dada pelo controle u e iniciando 
em g E G. Esta solução é dada por 1r(g, u, t) = 1r(1, u, t)g onde 1 é a identidade de 
G. O conjunto de atingibilidade a partir da identidade no tempo t, J1(t) é dado por 
A(t) = {~(!,u,t): u EU). A união 
S = U A(t) 
t>o 
é um subsemigrupo de G que é dito SP.migrupo do sistema. 
Seja Fcontrol uma ramflifl. de subconjuntos de S' definida por 
Foootml = { U A(t): T 2: 0}. 
l>'l' 
Então os coujuntos controláveis por Fcontrol-cadeias em G/ /J estã.o relacionados 
com os conjuntos co11troláveis por cadeias para sistemas de controle definidos por 
F .Colonius e W. Klienmnn em [8]. De fato, o sistema de controle invariante a di rei ta 
em G definido acima induz em G /H nm sistema de controle cujas trajetórias são 
da.das por 1r( 1, u, t.):r, x E G/ !1 , e o conjunto de atingibilidade a partir de x é dado 
pela sua S-órbita. Em [8] F .Colonius e W. Kliemann definiram conjunto controlá.vel 
por cadeias para o sistema induzido como um subconjunto E C G/ li que sat.israz 
1. Para todo :r:,y E E e todo f,T >O existem :r0, ... ,.'I:,. E G/fl com 
X o = :t:, ... , .'I:,. = y, io, ... , t,._ t > T e uo, ... , Un-1 E U tal que 
para t.odo i = O, ... , n - 1. 
11. Para todo :r E E f'.xiste 11. EU com 11'(1, u, t)x E E para todo tempo t :2: O. 
m. E é maximal satisfa.?.endo est.as duas propriedades. 
Desde que para ti> T,11'(1,u,ti) E Ut>TA(t), vemos facilmente que um conjunto 
controlável por cadeias para. o sistema induzido é um conjunto controlável por 
Fcont.rol-cadcias, se eRtc tem interior nao va.z1o 1 e tal propriedade é válida se as-
sumirmos a hipótese natural de que .)' tem pontos interiores em G ( VE'ja. [8] ) 
Reciprocamente, um conjunt.o controlável por Fcontrol-cadeias é um conjunto con-
trolável por cadeias para. o sistema de controle como na definição acima. Para. veri-
ficar isto, precisamos mo,strar qne nm conjunto controlável por Fcontrol-ca.deia...<: sat-
isfaz a segunda condição, a. qual será verificada abaixo para conjuntos controláveis 
por cadeias contendo conjuntos controláveis. 
2. Seja F= as intersecçües com S de vizinhanças do oo na topologia da compa.ctificaçii.o 
por um ponto de G, ou seja, 
:F oc· = { S ~ K : /\. <~ um compacto de G } . 
3. Sejam Foo,S vizinhança"<: do oo na compact.ificação por um ponto de S, ou se]<\. 
Foo,S = {S'- ](:/(é um compacto de S'} 
Observemos que os conjuntos controláveis por Fcontrol-cadeias existem somente para 
semigrupos de controle enquanto os conjunto;, controláveis por .1"00 e .Foo,s-cadeias podem 
ser definidos pa.ra. semigrupos em geral. 
Observe que Foo,S C Fm P que coincidem se Sé fechado em G. 
5.2 Alguns resultados sobre conjuntos controláveis 
por cadeias 
Iniciamos, relacionando difP-rentcs conjnntos ccmtroláveis por cadeia1o:. 
Proposição 28 Srjam :F1 r F 2 dno .. <; farn{/iaB dr. subconjm~tos de S e suponha qur parn 
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todo B E F 2 existe A E F 1 tal qnc A C B. Então todo conjunto conf.rolável por F 1-cadeias 
está contido num conjunto contmlável por Frmdein.s. Em par·ticular isto i válido .<>r 
F, c F 1 . 
Demonstração: Seja /~' um conjunto controlável por F 1-cadeias c tome JJ E :F2 , 
E >O e :r:,y E E. Pela hipó!.csc, existe A E Ft com A C B. Como E é um conjunto 
controlável por :F,-cadeias,(~Xistc uma ( S, f, A )-cadeia de X pn.ra y. Corno ;\ c n' existe 
também uma (S\ E, B)-ca.dcia. de :r para y. Desde que 13 e f sào arbitd.rios mostramos 
que E satisfaz 2 com F= F 2 P portanto está contido num conjunto controlá.vel por 
Fz-e<tdcias.D 
Corolário 3 Os r:oujunlos confrolávci.-, ]JOt·:Fcx,-mdcias estão r:ontidos 11.08 con_jnnl.os r:on-
tmláveis por F 00 ,s-radcias. Se 8 I um scmigmpo de controle o me8mo f válido Jmm. 
conjuntos conlrolá11eis por Fcoutrol-cadcia.s no lu.fJo.r de conjuntos conf.mlri.1.'cis por F~.s­
cadcias. 
Demonstração: Paro. provar a primeira parte do enunciado basta aplicar a. proposiçào 
anterior observando que FtXJ,S C F 00 • Para a segunda parte do enunciado, suponhamos 
primeiramente que o sistema. de controle (5.1) tenha controles restritos, ou seja., a.s funções 
de controle u assumem valores num suhconjunto compacto de m.m. Neste caso, o con-
junto Uo:::;t$T A(t) dos pontos alingfveis a.té o tempo T é relativamente compacto em G 
(veja e.g. [21] lema. 4.1). Portanto, qualquer B E Fco11trül contém o complemento em 
S de um subconjunto compacto de G, ou seja, um subconjunt.o A E F 00 • O caso geral, 
segue-se, restringindo os controles c observando que os conjuntos de atingihilidade para 
(5.1) rom os controles restritos a nm subconjunto compacto estã.o contidos nos conjuntos 
de atingibilidade com controles irrestritos. O 
Estaremos, prioritária.mente, interessados nos conjuntos controláveis por cadeia.R que 
contém os conjuntos controláveis. 
Observe que, uo grau de gcncra.lid~tde que estivemos trabalhando até agora, na.o é 
claro que os conjuntos cont.rol<Í.vcis estão contidos nos conjuntos controláveis por cadeias. 
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Isto deve-se ao fato de que os dctl1entos de 8 nas cadeias tJnindo pontos de um conjunto 
controlável por F-cadeias t,em a propriedade restritiva de pertencer a subconjuntos A E 
:F. Portanto, apesar de dois pontos quaisquer de um conjunto controlável poderem ser 
unidos, aproximadamente, pela ação (k S', é possfvel que isto nào possa ser rf'alizado 
por :F-cadeias se os subcoujnntos A E :F nào são suficientemente grandes. Devido a isto 
consideraremos as seguintes condições sobre F. 
Definição 7 Dizemos qne n famiÍia F satisfaz a Jn·opriedade Pt (respeclúmmcnlr Pr) 
se 7mra todo g E intS, h E S c A E F, e.úste um inteiro positivo n l.al qnc gnh E 
A{rcspcclúmmenle h,q71 E A } 
Observe que tomando h = g, Pt ou P,. implicam que gn E A para algum n ;::: O. 
Est.a.s propriedades são satigfeitas pelas farnflias mencionadas acima. No caso de :F =• 
elas são satisfeitas, exceto no ca.<;o trivial em que S = G. De fato, suponhamos que existam 
g E intS, h E S tal que para todo na.tural n ,gnh ou hg" não pertencem a algum A E F 00 • 
Então gnh ou hg71 eRtão cnntidoR nnm compacto de G e cl{g" : n 2 O} scrií. compacto. 
Como g E cl{gn: n 2 O} temoR que intS i11tercepta um subgrupo compacto de G, o qnc 
implica em S = G. Portanto se S #- G as propriedades são satisfeitas. No caso da famflia. 
Fcontrol de um setnigrupo de controle, P1 e Pr também sã.o satisfeitas. De fato, tomemos 
A E Fcontrol, g E intS e h E S. Então temos que g = 1r(l,u,t,) e h= 1r(l,v,b) com 
u, v E U e t 1 , l2 > O Assim g" = 1r( t, un, nt 1) onde o controle u" é n-vezes a concat.enRçã.o 
de 1t por ele mesmo ( veja [21] Lema 4.5). Teremos então que g"h = 1r(l, w, nt1 + t 2 ) com 
w EU. Logo g"h E A para algum inteiro positivo n. Análogarnente temos hg" E A para 
algum inteiro positivo n. 
Para famflias satisfazendo as P-pt·oprieda.dcs, é possfvel comparar seus conjuntos con· 
t·.roláveis por cadeias com os conjuntos ctmtrolá.vcis para S. Para ver isto, denot<1.remos, 
para um subconjunto A C S, por S'A o subsemigrupo de S gerado por A. Se A pertence 
a uma famflia satisfaze!ldo as P propriedades, os conjuntos co!ltroláveis efetivos para S 
t,ambém sâ.o conjuntos con1.rolriveis para SA. 
!J2 
Proposição 29 Suponha qn(' (/, famÜia F M.Usfaz Pt c Pr' To nu: A E F e :=wja sll 
o sv.bsemi_qrupo gerado po1· A. S'cja D um roujunto contmlrÍ1;el efetivo para S. Então 
D C cl(S11x) pam qualquer x E D. 
Demonstração: TollH'Inos :r,y E /) P. mostn~mos qw:~ y E d(Stt:l'). S11pomos, 
primeiramente que y E /J0 • EnUi.o existe h E S tal qne y = hx, já que lJ C (inlSt' IJ0 
ocorre pela proposição 1. Temos também que existe g E in'lS tal que gy = y. Corno 
gnh. E A por Pr, e gnh..--c = y, obtemos qm~ y E 8A.--c. Agora, para y arbitrário tomemos 
z E D0. Então pela prinwira pa.rt.(~ da dcmOJJRtraçào z E SAX , c portil.Hto é snficieut.c 
mostrar que y E cl(Sttz). Para. isto, tomemos g E intS tal que gz = z e uma seCJiiência 
hm E S tal que h,.z --l- y. Entào por P, tmnos que h,.gn E SA para n snficientcmcllte 
grande. Desde que h,.g"z = hmz, temos que existe uma seqüência 9k E S11 com g~;z --l- y, 
concluindo a demonstraçã.o da proposiçã.o.O 
Uma conseqiiência. deste resultado é a de que se F satisfaz P1 e Pr então os conjuntos 
controláveis efetivos para S estão contidos nos conjuntos {.:ontrolá.veis por .F-çad('io,:;;, 
De fato, a proposição acima IJJost.ra imediatamente que um conjunto controlá.Vf~l efetivo 
satisfaz '2 da definição de conjunto controlável por cadeias, para todo A E :F. Como 
um conjunto controlável efetivo tem interior nã.o vazio, ele está contido num conjunto 
controlável por .F-cadeias. 
Definição 8 Um conjunto rontmlát!f'l pm· :F-cadeias é dito e.fetívo se ele contém um 
r:onjunto controlável efetitJo. 
Caso :F sa.tisfaça as propriedades P1 e P., um. conjunto controlável por F-cadeias é 
efetivo se e somente se o subconjunto Eo = {x E E: x E (intS)x} é não vazio. De fo.l.(\ 
se E contém um conjuuto controlável efe.tivo ent.ào E0 =/: 0 pela sua própria. ddlnição. 
ReciprocameuLe, qualquer :t E E0 é fixo por algum g E intS e portanto x pertence a. 
algum conjunto controlável, digamos D, e q11e é efetivo (veja Proposição 3). Se F satisfaz 
P1 e Pr então, pela proposiçào acima, D está contido nnm conjunto controlável por :F-
cadeias. Como es1,e conjunto controlável por cadeias intercepta E, temos que/) c E. 
Observemos que se o sistf'ma de controle satisfaz a propriedade de acessibilidade local 
então os conjuntos controláveis por Fcontrol-cadeia.s que contém os conjuntos controláveis 
são efetivos. Isto é verdade, pois neste caso os conjuntos controláveis são efetivos. Este 
comentário mostra que os nmjuntos controláveis por Fcontrol-cadeias que contém os con-
juntos controláveis sií.o conjuntos controláveis por cadeias para (5.1) no sentido de [8]. 
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Capítulo 6 
Conjuntos Controláveis por Cadeias 
em Espaços Homogêneos 
Neste capitulo, caracterizaremos os conjuntos controláveis por cadeias como inter-
secções de conjuntos controláveis para semigrupos gerados por vizinhanças de S. Tal 
caracterização dos conjuntos controláveis por cadeias nos permite aplicar os resultados 
sobre conjuntos controláveis no estudo dos coHjuntos controláveis por cadeias. 
Apresentaremos também alguns resultados sobre conjuntos controláveis por cadeias 
em fibrados. 
Mostraremos também, que se x é um ponto fixo para um elemento no fecho de um 
semigrupo então x perteuce a um conjunto cont.rolável por Foo -cadeias. 
Além disso , apresentaremos um resultado que nos diz onde reside o w-lirnite a partir 
de um ponto num espaço homogêneo compacto em relação a ação de um elemento uo 
fecho de um semigrupo. 
6.1 Conjuntos controláveis por cadeias como inter-
secções de conjuntos controláveis 
Uma cadeia num scrmgrupo S é dada pelo intercalar da açao de elementos de S' 
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com pequenos sa.ltos de elementos do espaço homogêtleo Gl H. Devido a isto, espera~se 
que os conjuntos controlá.veis por cadeias para a ação de S possam ser obtidos atrav~s 
dos conjuntos control<-Í.vci.'l para. :wmi~rnJHlS gerados por vizinlmnçfl.<; dP S. 1,-,to <~o que· 
n.contcce como vcrelllo.'l a. st'gnir. 
De agora em diante supomos que o espaço homogêneo G I H, onde S age, seja com-
pa.do. Supomos também qne a ação de G em G I H seja. efetiva , ou seja, I! não contém 
subgrupos normais. Fixemos, como anteriormente uma métrica d em Gl I!. Os elementos 
de G são vistos corno honwomorfismos de G I IJ e portanto é possf vel considerar em G a 
métrica da convergêJJcia uniforme em G I /J. Ela. é dada. por 
d'(.g, h.) = sup d(gx, hx ), 
xEG/II 
e é uma métrica invariant,c a direita em G. Usamos a notaçã.o B(A, E) para a E-vizinha!Jça 
em relação a d' do subconjunto A : 
H(A,c) ~ {g E G: 3h E A,d'(h,g) <E}. 
Dado um subconjunto A C S, denotamos por Se,A o subsemigrupo de G gerado pela 
r::-vizinhança de A em G : 
S',,A ~< B(A, <) >. 
Temos, 
Proposição 30 Sejam .r: 1 y E G I 11, A C S. Então 
1. Se y E Sr,AX,enlão existe uma (S,f,A)-cadeia de x paray 
2. Se y E cl( Se,AX) então e:riste nma ( S, f 1, A)-cadeia de x pam y para todo E1 > E 
Demonstração: 
1. Como y E Sr,A;t:, existe _g E S{,A tal que y = gx. Segue-se da definição de Sr,A que 
g = 9k-l ... g0 com g; E B(A, f), i= O, ... k- 1. Escolha h0 , ... , hk_ 1 E A tal que 
9G 
d'( hi, 9i) < (1 i = O, ... , k - 1. E.ntã.o as seqüências :ro = x 1 .1:1 = goxo, . .. 1 .7'k = 
9k-tXk-l = y c h0 , ... ,hk-l E A ddNminam uma (S,t:,A)-cn.deia de .:r parn. y. lk 
fato, 
d( hi~l Xi-1 1 X i) d( hi~t Xi~l 1 9i~1 Xi-l) 
< d'(hi-1,9i-d 
< f 
Para todo i = 1, ... , k, o que mostra a existência de uma ( 8, t:, A )-cadeia de x para 
y. 
2. Suponhamos agora que y E cl(S~,A·'r). Então existe uma seqiiência g, E Sr,A taJ 
que 9nX converge para y. Tomemos E1 > f 1 e seja no tal que d(g,.0 .'X 1 y) < E1 - L 
Como na demonstração de 1, existe uma (S, c, A)- cadeia de x para g110 x. Tomemos 
Yo = .-r, ... ,y,. = 9n0 :'C E G'j/J,ho, ... ,h,._t E A como a (S,E,A) cadeia de x para 
9noX, Então d(hi!Ji,Yi+I) < f para i= o, ... ,n- 1. Logo, a cadeia Zo = :r.,zl = 
!Jl, ... ,Z,_t = y,_~,z,. = y e ho, ... ,h,._l E A é uma (S,f',A)-cadeia de :r. para y. 
De fato, 
d(hn-tYn-hY)::::; d(hn-tYn-1 1 9noX) + d(g,.0 x,y) 
<E+(E1-E)=E1 
ed(hi-tYi-bYi) <E< E1 parai= l, ... ,n-1. o 
O resultado acima mostra que pontos ai.ingiveis pela ação do semigrupo gerado pela 
perturbação de A também s~.o atiugfveis por (S, E, A)-cadeias. Obteremos a reciproca 
deste resultado mostrando que os pontos a.Lingivcis por cadeias podem ser atingidos pela 
açã.o do semigrupo perturbado. Para fazer isto precisaremos da seguinte hipótese sobre 
a ação de G em GjH. 
Hipótese H : Existem constantes c> O e 17 > O tal que a ação de G em Gj 1-1 satisfa2: 
'lx E Gfll, 'ly E B,(x) existe k E G com kx ~ y e d(kx, x) :> cd'(k, 1). 
Para ações satisfazendo H, é possfvel interligar pontos snfkicntcnwnte próximo/> em 
Gj H por elementos de G cuja distância a identidade não seja muito maior do que a 
distância entre os pontos. Observemos que como d'( k, 1) = supyEG/H d( ky, y) e d( kx, x) 2: 
cd'(k, 1), temos que c :S 1, e dado :r: é possfvel t.omarmos c= 1 se e só se x é um pmüo 
para o qual o snp em d'(k, l) é atingido. 
Proposição 31 Assumamos H ,. seja E lnl que O < f < 17. Suponha também quf. 
x0 , • •• , Xn E G /H e h0 , ••• , hn- 1 E G são seq1'iências determinando uma ( S, r:, A )-cadeia 
de Xo para Xn· Então e.úste .Q E s(',A com g:to = Xn onde f 1 =c/c. 
Demonstração: Como d(hp:i, xi+t) < f < TJ, temos, por H, que existe ki E G tal 
que 
i= O,, .. , n- 1, e portanto d'(ki, 1) < Ejc = r/. Defina 9i = kihi. Então 
d'(g;, h;)= d'(k;h;, h;)= d'(k;, !) < ,' 
pela invariância a. direita de d'. Conseqüentemente, 9i E B(A, E'). Entretanto, g;:t; 
k;h;Xi = Xi+h e Xn = 9n-t ... g0:1:0 o que mostra o resultado desejado. D 
Este resultado juntamente com a Proposição 30 mostram que os conjuntos controláveis 
por cadeia em espaços homogêneos satisfazendo H podem ser estudados através dos con-
juntos controláveis dos semigrupos S(,A· Antes de discutirmos esta relação, nos assegu-
raremos que a hipót;ese H seja válida para uma ampla classe de espaços homogêneos. A 
saber, aqueles para os quais existe um subgrupo compacto]( C G que age transitiva-
mente em Gj H. Nesta classe de espaços homogêneos estão incluidas as variedades flag, 
que serão consideradas posteriormente. 
Seja]( um grupo compacto c]{/ L llm espaço homogêneo de I<. Sabemos que etn /{/L 
existe uma métrica Riemanniana. /(-invariante(-,·). Passamos a construir esta métrica .. 
Seja k a. álgebra. de Lie de f( c escolhamos um produto interno Ad(K)-inva.ria.nte, ou seja., 
(Ad(k)X,Ad(k)Y) = (X,Y) para todos X,Y E ke k E I<. Fixandox E I</ L sejak, a 
álgebra de isotropia em x, e denotaremos por Px : k -----+ k; a projeção ortogonal sobre 
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k; em relação a ( ·1 ·) 1 aqui k;- {~ o complem~nto ortogonal de kx. A métrica. RienmnniR-na 
desejada é definida por 
d/dt(exp(tX):~:)to::ou é o campo vetorial induzido por X E k em [(jL. 
Mostremos que esta expressão define um produto interno em T,r(K/ L). De fato, todo 
v E Tx(K/L) é dado por v= X(:r) para algum X E k. Além disso, tomemos u,v e 
w E Tx{K/ L) e a niÍmero real Teremos que 
(u + av, w) = (X(x) + aY(x), Z(x)) =((X+ aY)(x), Z(x)) = 
(u, w) + (v, w) 
Além disso esta métrica Riema.nniana é /\-invariante, ou seja, (k*u, k*v) = (u, v) para 
todo k E /( e u, v E 1~( /(I L ),onde k. denota a diferencial da aplicação k : /{I L __, /(I L. 
Com efeito, se t.oma.nnos k E [( teremos 
(k,(X(x)), !c,(l'(:r))) = ((Àd(k)X)(kx), (Ãd(k)Y)(kx)) = 
(Ph(Ad(k)X), P,,,(Ad(k)Y) 
É imediato que se Kx é o grupo de isotropia em x então Kb, = kl(.,k- 1 , ou seja, os 
grupos de isotropia são todos conjugados. Dai Ad(k)kx = k~.:x temos que 
e portanto kt, = Ad(k)k;'. Logo P,x(Ad(k)X) = Ad(k)Px(X) e portanto 
(P,,(Ad(k)X), P,,(Ad(k)Y)) = (Ad(k)P,( X), Ad(k)P,(Y)) = 
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já que o produto interno;~ Jld(k)-inva.ria.nt.c. 
Tomemo~ em K /L a ditd,â.ncia d da.d<t pela. métrica H.ictnannia.na. Como p<t.ra. X E k, 
IX(x)l = (PxX,l'xX)'i' 'SI X I, tomos gue IX(x)l 'S lXI. Esta desigualdade implica que 
o comprimento da curva t -t exp(tX):r, t E [0, 1), que é dado por f~ IX(exp(tX).'r)ldt é 
limitado snperiormente por lXI. Como a distância entre dois pontos é dada pelo fnfimo 
dos comprimentos das c:mvas q1wunem estes pontos, obteretnos que d(cxp(X):r, .r.) ::; lXI. 
Precisaremos da seguinte proposição. 
Proposição 32 Seja U um. a.bc1'to em torno da origem em Rn e M v.ma ?Jariedade !lir-
manmana. Suponha que f : U ----+ M é di.{e1·enciável. Então lemos 
1. · f d(.f(v),f(O)) · f ll(d'f) ( )11 llll 111 11 11 = 10 o w llvll ..... o V llwll=l 
Demonstração: Suponhamos, inicia.lment.e, queM= Rn. Temos entã.o que 
. . . f(tw)- f(O) 
mf ll(df)o(w)ll = tnf 11 hm 11 = llwll=l llwll=t t ..... o t 
inf lim "'IIJ--'(_I.uoé>)c--.Cf~(~O)~II = lirn inf llf(v)- f(O)II = 
llwll~t •~o lltwll ll,ll~o li vil 
I. . f d(I(v),f(O)) I til 111 
llxiH llvll 
Para M variedade Riemanuiana qualquer, seja (V, <p = exp /(~)) uma carta normal ao 
redor de !(O). Pela definição dr r.p temos que (d<p)J(o) é a identidade. Para v próximo 
de O temoe de [16] Propoeiçiio 9.4 que II'P(f(v))- 'P(/(0))11 = d(f(v),f(O)). Portanto, 
utilizando a primeira parte da demonstração, temos 
lim inf d(f(v),f(O)) = lim inf li'!'(!( v))- 'P(f(O))II = 
llxl]-.o llvll IHH llvll 
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D 
in f lld(<p o flo(wJII = in f lld('P)J(o)((dflo(w)JII 
llwll=l Jlwll=l 
= inf ll(dflo(wJII llwll=l 
A desigualdade IJccessrí.rin e111 H é um tipo de equivalência local entre d e a norma 
em k. Enunciemos 
Proposição 33 O espaço homogêneo /(f L com f( compacto e a distância d dada pela 
métrica Riemanniana satisfaz H. 
Demonstração: Fixemos x 0 E f( f L. Verifiquemos inicialmente que é suficiente 
mostrar que H é válida em x 0 • Suponhamos então que existem c > O e q > O tal que para 
todo z E B,!(x0 ) existe k E/{ com kx0 = z e d(kx0 ,x0 )?: cd'(k, 1). Tomemos x E J(jL 
eu E f{ tal que x = ux0 , e definamos k' = uku:.. 1 • Temos que k'x = y e como a métrica 
Riemanniana é I<-invariante o mesmo é válido para a distância d, ou seja, d' é tanto 
invariante a esquerda quanto invariante a direita em ](. Portanto, 
d(k':r, ,,) = d(kx0 ,x0 ) 2: cd'(k, I)= cd'(k', 1) 
e H vale também em x com a.s mesmas constantes c e 'Yf· 
Consideremos, então, f : k---+ K/ L definida por f( X) = exp(X)x0 • Sua, diferencial 
na origem é (df) 0 (X) = X(xo) ,da qual se mostra que ker(dfl 0 = k,,. De fato, I X(.r, 0 ) I= 
(Fro(X), Pro(X)). Portan1,o, dfo é injetora, em k;
0 
,ou seja, f é um difeomorfismo de uma 
vizinhança da origem de k;-
0 
sobre uma bola aberta B'lr(xo) para algum q' > O. Pela 
Proposição 32 temos que 
lim inf d( e~ X oi, xo) = in f I ( dflo(X) I= inf I X (.r,o) I> O 
IXJ-+0 X JXI=1 IXI=l 
para X E klxo· Além disso d((exp X)xo, xo}/jXj é limitado inferiormente numa regiiio do 
tipo a~~ X I~ b, por continuidade, compacidade e pelo fato de que d((exp X):r0 ,x0)/IXI 
lO I 
é estritamente positivo nesta região. Segue-se então que d( ( exp X).'ro 1 xo) I lXI é limitado 
inferiornwnt.e em alguma vizi11hallçil. l! dil. origem em kj_ xo· Assim existe uma constanl,~ 
c> O tal que d((expX):r0 ,.1:0 ) 2:: c lXI para todo X EU. Entretanto, d'(expX, 1)::; lXI, 
assim d((exp X)x 0 , x 0 ) ;::::: cd'(exp X, 1 ), e como f assume valores numa vizinhança de x 0 , 
isto mostra que /(I L sa.t.isfaz H em x 0 e temos a proposição. D 
Se G possue um subgrupo compacto que age transitivament.e em G /H esta proposiçâ.o 
implica inwdia.tanwnt(~ qll(' o ('f'Pil.\0 I!Omop,<~nPO OI/{ Ratifaz H • 
Corolário 4 Seja G jll um cSJJa.ÇO homogêneo e suponha que existe um subgrupo com-
pacto f{ C G la.l qnr f( agr· lm.nsifiva.m rnlr em C: I 11. Então G I J/ satisfaz H com a 
distância. d dada por nm.a méfrira Ricmanniann intJa1'Úmle por /(. 
Demonstração: De fato, Gl H é isomorfo a J< I J( n H que satisfaz a. hipótese H . 
Relemhrando as Proposições ~O e 31 ohtemos as seguintes relações entre as (S, f 1 A)-
cadeias e a ação de S,,A. 
Proposição 34 Seja. G um grupo de Lic e Gl /J um espaço homogêneo que sati.'lja.z a.s 
condições do corolán:o acima . . Seja S C G nm subscmign1.po e tomemos A C S. Sejam 
x,y E G/ H. Se y E S(,AX enliio c:tisle uma (S', c, A) cadeia de x para y. /ieciprom.menfe 
se existe uma (S,E,A) cadeia de x pam y com O< E< TJ então y E S(fc,Ax. 
Este resultado que relaciona atingibilidade por cadeias com a ação de um semigrupo, 
permite caracterizar os conjuntos controláveis por F-cadeias corno intersecções de con-
juntos controlá.veis para os semigrupo.<; s,,A. Para esta caracterização, precisaremos qm~ 
a familia F satisfaça as propriedades P1 e Pr . Quando estas propriedades são válidas 
temos em mãos a Proposição 29. ARsim o fato de que SA C S,,A para todo c> O, implica 
que os conjuntos controláveis efetivos par<L ,)' estão contidos nos conjuntos controláveis 
para S,,A. Devido a. isto o conjunto coní.robí,vd para S,,A contendo o conjunto controlá.vd 
efetivo paraS também é efetivo. Com efeit.o, se g E intS fixa um ponto y então o mesmo 
vale para g",n :2: O, e clarameut.e, g" E inlS,,A. Para o semigrupo pPtturbado S,,A a 
Proposição 29 se torna mais precisa. De fato, temos 
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Proposição 35 Suponha. que F satisfaz F'J e Pr, suponha, além disso, que o espaço 
homogêneo em con:-idcmção satisfo,z H. Então D C S,,AX para qualquer x E D, A E :F f 
e su.fl,cienlemcntc pequeno. 
Demonstração: Sejam :c, y E D. Mostr~mos que .'f/ E S(,Ax. Pela Proposição 29, 
existe , g E SA tal que g:r ~sta. próximo de y. Como SA é gerado por A, g f._ da. forma 
g = g1 ••• gn com gi E A. Ur-amlo H, exist~ k E G com d1(k, i)< f f~ kg:r;;::: y assim 
kg E s,,A e y E S(,A•T.D 
Enunciaremos agora o re:mltado principal deste capitulo que caracteriza os coujtmtos 
controláveis por F-cadeias como iutersecçõcs de conjuntos controláveis para os semigru-
Teorema 1 Suponha qur: G f H satisfaz H e :-cja. F nma famÜia de snbconjuntos de S 
satisfazendo P1 c Pr· Seja Dum conjunto rontmlável efetivo paraS em G/H c, pam. 
E> O e A E F, denotemos por D,,A o conjunto controlável para S,,A contendo D. Entiio 
é o único conjv.nto controlável por F -cadeia.s contendo D. 
Demonstração: Claramente, intE f- 0 pots D C E. Temos também que para 
quaisquer x,y E E,y E cl(S,,,A:t:) pa.ra todo E1 >O e A E F. Portanto, pela Proposição 
30 , ex iate uma (5, e1 A)-cadeia de ,1: para y para todo e > O e A E F, o que mostra. que E 
é transitivo por cadeias. Resta verificar a maximalidade de E. Para isto, tome x ~ E e 
y E E e suponha que para todo E> O e A E :F existem (5, E, /\)-cadeias de x para y e de 
y para x. Como G/H satifaz H, a Proposição :34 mostra que x E St,AY e y E S,,AX para 
todo E > O e A E F. Entretanto, y E JJ,, 11 , assim x E D,,A para todo E1 A contradizendo 
a hipótese de que x f/. E. Portanto, mostramos que EU { x} não está contido em nenhum 
conjunto controlável por cadeias e assim temos a maximalidade de E .O 
A seguir, enuncia,remos 1\tn corolário do resultado acima que será usado post8rior-
mente. 
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Corolário 5 Suponha que G/ H ,<w.ti!'j"nz H c seja F uma famiÍia de subconjuntos de S 
, se 
E= niJ,,A 
,,A 
,onde D(,A sao conjuntos controlávcit; para S'(,A , e E tem pontos intc1·iorc.s, então E é 
um conjunf.o controlável por F-cade1:as. 
Demonstração: Segue diretamente da demonstração do teorema anterior. O 
Para os conjuntos controláveis por F-cadeia..<: contendo os conjuntos controláveis in-
variantes, temo:::; o resultado a seguir que melhora o teorema acima quando existe somente 
um conjunto controlável invariante. 
Proposição 36 Suponha a.s mesmas hipóteses do teorema anterior e além disso suponha 
que existe um único conjunto controlável invariante para S em G /H. Considc1·cnws as 
notações acima e denotemos o conjunto controlável invariante po1· 1J . Então /J,,A é o 
único conjunto contmlávcl immria.nte pa,ra s.,A· Temos que D,,,A e E são snbronj1lnlo.s 
fechados e além di.sso, 
E= n( D,,A)o. 
,,A 
Demonstração: Sabemos da Proposição 2 do Capitulo 1 que existe um único con-
junto controlável invariante para S se e só se 
n d(S'x) # 0. 
xEG/H 
Neste caso, o conjunto cont.rolá.vel invariant.e é dado por esta intersecção. Naturalmente, 
um resultado semelhante é válido também p<~.ra Se,A 1 a.s,c;im para mostrar a proposição é 
suficiente mostrar que 
IJ,,A n n cl(S,,Ax) # 0. 
xEG(If 
Feito isto, tomemos :r: E G/ 11 (' e::;colhamos _q E intS tal que gx E /)0 isto é po:-;sfvd poiR 
D C (intS)- 1 x para, todo :r E Do (veja Proposição 1 do Capitulo 1). Como F satifaz 
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P~,gn E A para algum inteiro n. Temos qne gn.T E D já que D é invariant.P. Como D C 
D(,A, e Dr,A é um conjunto controlável para. S1 ,A segue-se que D(,A C cl(S,,A:r:) mosl.ra.ndo 
que JJ{,A (:.. um conjunto controlável invariant.r.. Pam a t'llt.ima pMt~ da demon::d.rn.ç<io, 
l.ome y E E e :r E JJ0. Então :r E (D,,A)o para todos f, A e pela proposiçào 31, y E ,)',,A:I: 
para todos E, A. Como (D(,A)o é S(,A-invariante em D,,A (veja Proposiçào I do Capitulo 
1) temos que y E (lJ,,A)o para arbitrários t,A. O 
6.2 Conjuntos controláveis por cadeias em fibrados 
lnicia.mos esta seçào mostrando que a.tra.vés de fibrações equivariantes, conjuntos con-
troláveis por cadeias são pro_iet.ados em conjuntos controláveis por cadeias. Este fato Sf'l"<Í 
usado posteriormente na análise dos conjuntos controláveis por cadeias em variedades do 
tipo flag. 
Proposição 37 Sejam Lt C L2 8u.bgrupos fechado8 de G e denotemos por 11" : G I L 1 ----+ 
G I L2 a fibmção canônica equi1Jar-iante 1r(g LI) = g D2 • Suponha que G I L1 é compacto, e 
seja E um conJunto controlável por F -cadeias pam S em G J L 1 . Então 1r( E) está contido 
num conjunto controlável por F -mdcias pa:ra S em G I L 2 • 
Demonstração: Como intE fo 0 e 1r é uma aplicação aberta, temos que 11"(E) tem 
interior não vazio. Sejam E > O, A E F e .r', y' E 1r(E). Mostraremos que existe uma 
(S,e:,A)-cadeia de x' para y'. Tomemos :r:,y E E tal que 1r(x) = x' e 1r(y) = y'. Como 
G I L 1 é compacto, 1r é uniformemente continua, ou seja, existe ó > O tal que se d(z, z') < 
ó,z,z' E GIL, então d(1r(z),7r(z')) <L Sejam :r0 = X 1Xt,.-- 1 X 71 _ 1 ,xn = y em GIL 1 e 
9o 1 ... , 9n-1 em A determinando uma (S, ó, A)-cadeia de :c para y. Como d(gixi, Xi+l) < ó, 
temos que d(1r(g;x;),1r(.r;+1 )) = d(m1r(.ri),11·(.r;+t)) <E 1 donde concluimos que 1r(:ri),gi 
determinam t.una. (5\ f 1 A)-ca.dcifl. de :r1 para y'. 
Oesde que 11"( E) é transitivo por F-cadeia.s ele está contido num conjunto controlável 
por F-cadeias. O 
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Como reciproca destf-' n'stdl.ado l.t'll\OS 
Proposição 38 SeJa :F umn famiÍirt sati.<;fazr.ndo as propriedades n e Pr e 1f : G I Lt ~ 
GIL2 como acima e com GIL1 compacto. Suponhamos que F é um conJunto contmlá11rl 
pm· F-cadeias, efetivo, pam. S em Gl L 2 • Então e:àste um conjunto confr-olávd por :F-
cadeias ,efetivo, pam S em. Gl 1- 1 lnl que 1r(/n C F. 
Demonstração: Tome .r- E Eu .Então existe g E intS tal que gx =:r. A fibra sobre :r 
é compacta. e também é g-i11variant.e. De fato, se y E 71'-t (x) então g1r(y) = 1r(gy) =:r e 
portanto gy E 1r-1{x). Assim, existe um conjunto minimal para g, digamos M, nesta fihra. 
Como, pela Proposição 3 todo conjunto mini mal csl,á contido no interior de um conjunto 
controlável , existe um conjunto controlável D em G I L1 que contém M. Seja y um ponto 
em M c intD .Então gy E M, pois A1 é g-invariante. Como gy E (intS)D n V = Do, 
temos que D é efetivo. Portanto, D está contido num conjunto controlável por F-cadeias 
que denotaremos por E. Peta proposição anterior temos que 1t(E) C F. O 
Como conseqiif'ncia da. Proposiçào 36 temos que um conjunto controlável por F-
cadeias que contém um c<mjunt.o cont.ro!R.vcl invariante se projeta num conjunto cou-
trolável por F-cadeias que cont.Pm um conjunto controlável invariante através da fibraçâo 
canônica. 
Mas, para mostrar isto, necessitamos de hipóteses adicionais sobre a familia. F de 
subconjuntos de S. 
Definição 9 Seja F u.ma fnmiÍia de subconjuntos de S. Dizenws que F satisfaz a hipótese 
HP se 
1. Existe uma seqüência A, E F tal que An+I C A, pam todo inteiro positivo n 
2. Para todo A E :F existe n 0 , intcim positi1Jo tal que A C Ano. 
Notemos que se F= F= então :F satisfaz HP. De fato, basta tomar uma seqiiência 
de compactos J(n em G com !C C Kn+t parc1. todo inteiro positivo n e tal que G' = UnI< .... 
Temos ent,ão que An = S\fC, satisfaz a hipót~sc HP. 
lllli 
Se S é um semigrupo ck cont.rok ~ntào F= Fcrmtrol também satisfaz HP. De fato, 
seja T11 uma seqüência de mímcros reais positivos, estritamente crescente e convergindo 
para infinito. Então An = Ut>T., A(t) sat.isfaz as hipóteses HP. 
Temos então o seguiu te resultado: 
Proposição 39 Scja,m G I /!1 e G I HJ. espaços homogêneos satisfazendo H com G j/1 1 
compru:lo. Seja F u.ma fnmiÍht. de snbronjnntos de S satisfazendo P1, Pr r a hipótr.sr. 
HP. Além disso, suponha. qur. Gl /J1 r G l//2 possuem nm único conjunto contmlrb!d 
invariante. Seja 1r : Gll/1 -------t Gl 112 a jibmção canônica. Se E e F são os conjnnlos 
contt'Olávcis por F-cadeias contendo os conjuntos controláveis inva1·iantes então 1r(E) = 
F. 
Demonstração: Sejam C e D os conjuntos controláveis invariantes em Gl /-1 1 e 
Gj H 2 , respectivamente. Para f> O e A E F sejam Ce,A e De,A os conjuntos controláveis 
invaria.ntes para S(,A em Gl111 e Glf/2 e que contém C e D, respectivamente. Pela 
propOSJÇa() anterior temos que E = n(,A C,,A e F = n(,A De,A· Temos, também, pela 
Proposiçã.o 15 que :~r(Ce,A) = /J,,A. Como :~r( E) C F basta mostrar que F C 1r(E). Para 
isto, tomemos z E F. Então existem wf,A E Ce,A satisfazendo 1r(w,,A) = z. Seja tn urna 
seqüência, estritamente decrescente, de núnwros reais positivos, convergindo para zero. 
Desde que, F satisfaz HP temos que existe uma seqüência An E F satisfazendo 1. e 2. 
da definição 9. Como a fibra. sobre z, 1r-1(z), é compacta temos que a seqiiência. Wr.,,A, 
admite uma subsequência. w,,;,An; convergente a w E 1r-1(z). Podemos supor sem perda 
de generalidade que se i> j então n; 2:" nj. Sem 2: n temos que em < t':n e Am C An, já 
que a seqüência fn é estritamente decrescente c A,. satisfaz HP. Portanto s,m,Am c s,.,,A.,. 
Conclufmos então que sem 2: n então c(m,Am c c,n,An· Desde que We,A E Ce,A segue-
se que w E c(n- An- para todo io e portanto w E ni Ce.,,.,An,-· Mostremos, agora, que 
•o' •o 
n,,A Ce,A = ni c,n;,An;. Para isto, dado f > o e A E F existe ia, natural, tal que (ll.io < ( 
e A C An;01 pois F satisfaz HP. Conseqüentemente temos que Ce.,,0 ,A,;0 C C,A, o que 
mostra o desejado. Assim w E E e port.<l.Jl1,o z E :~r( E). O 
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A seguir, apresent;tremos para fi.br;tçÕes equivariantes, uma relação entre conjuntos 
controláveis por Foo-Ca.deias ua nhra p no espaço total. 
Seja S um snbscmigrupo de nrn grrrpo de Lic G com int(S) -=/:- 0. Consid<'rarf'mos 
JJ1 C 1-12 como subgrupos fechado!) de G determinando os espaços homogêncoll G/llr 
e G/Ih. Suponhamos que S age em G/llr e G/ll2- Seja 1r : G/Iit --t G/ll2 uma 
fibraçã.o equivariante. Usaremos a notaç.ào F<XJ(S) = {S- /{ : /( é um compacto de 
G}. Tomemos y E G/ H2 e definamos Sv = Gv n S, onde Gy = {g E G : gy = y} 
é o subgrupo de isotropia eTll y. Observemos que este semigrupo é o semigrupo S'q do 
Capitulo 1 quando 1t"Q : Q --t M é 1t"Q : G --t G J }/2 e q é a. idcnt.idade em G e a 
fibração equivariante dellnida inicialmente determina o fibrado associado. Temos que S'11 
é um semigrupo pois S é um semigrupo e Gy é um subgrupo de G. Temos também que 
1r-1(y) é invaria.nte em relaçíl.o a ação de g E Sy. Com efeito, se x E 1r-1 (y) e g E Sy 
então 1r(gx) = gtr(x) = gy = y e dai gx E 1r-1(y). Podemos entií.o considerar conjtmtos 
controláveis para F 00 ( Sy )-ca(k~ia.s em 1f-t (y ). 
Proposição 40 Seja. E um. cotdu.nlo contmlável por Foo(Sy)-cadeias em 1r- 1(y). l~nliio 
E está contido num conjunto controlá1Jel por :Foo(S)-cadeias em Gjl-!1 • 
Demonstração: De fato, Re :r, y E E e exist.e uma (S, t:, A)-cadeia de x para y 
com A E :F oo( Sy) ent.ã.o existe uma. ( S, t:, A )-ca.dela de x para y com A E F 00 ( S) jcí que 
F=(S,) c F=(S) pois S, c S. 
6.3 Pontos fixos e comportamento no limite 
Nest,a. seção most.ramos que se :r é um pont.o fixo num espaço homogêneo satisfazendo 
H , para um elemeut,o no fecho de um semigrupo então x pertence a um conjunto con-
trolável por .F00 -cadciaR para est.c semigrupo. Apresentamos, também, um resultado que 
nos diz onde reside o w-limitc a ]Hl.rl.ir de urn ponto num espaço homogêneo compacto 
em rela.ção a ação de um elemento no fecho de um semigrupo. 
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Para isto, seJa S um subsemigrnpo de um grupo de Lie G com pontos interiores. 
Aqui, estamos inLcres::;ados sonwute em conjuntos controláveis por F 00 -cadeias. 
Necessitamos do segui11te Lema. 
Lema 2 Seja. g u.m elemento em fe(S). Eni.iio são equivalentes: 
1. fe{g" In é natural} não é um subgrupo compacto de fe(S). 
2. 3n, natura.!, tal que g"' <-~stéÍ. fora de qualquer compacto de G. 
Demonstração: Mostremos, inicialmente que 1. implica 2. Suponhamos, por ab-
surdo que para todo n, natural, _g 71 E K, para algum compacto [{de G. Então fe{g" In 
é natural} C/{ e fe{g 11 In é natural} é um semigrupo compacto de fe(S} e portanto 
um subgrupo compacto, o que é uma contradição. 
Para mostrar que 2. implica. l. hasta observar que gn E /e{gn I n é uatund} e 
fe{g" In é natural} não pode ser compacto. O 
Observe que se fe{g" In é natural} é um subgrupo compacto de fe(S) então estP 
subgrupo está contido no horda de fe(S), ou seja em fe(S) n fe(S)-l. Portanto, para 
g E f e(S} a hipótese de que existe n, natura.!, tal que g11 está fora de qualquer compacto de 
G está dentro do nosso contexto. Portanto, daqui por diante, suporemos que se g E f c(S) 
entã.o existe n, natural tal que gn está fora de qualquer compacto de G. Teremos então: 
Proposição 41 Se :r é um ponto fi:w pam. g E fe(S) num espaço homogêneo Gj/1 
satisfazendo H então x pc1'lcncc a um conjunto controlável por :F 00 -cadeias. 
Demonstração: Como, por hipótese g E fc(S), existe n natural, tal que gn está fora 
de qualquer compacto de G e portanto temos que gn E intSc,A para todo E> O, A E :F00 • 
Assim gnx = x e portanto x E (Dt,A)o, para todo E> O, A E :F00 • Aqui, Dc,A é um 
conjunto controlável para S{,A em G/ H. Logo teremos que X E nf,A(D{,A)o c nt,A D(,A e 
pelo Corolátio 5 temos que nt,A Df,A é Ulll conjunto controlável por Foo-cadeia.c;.D 
Suponhamos, agora, que S (~ um semigrupo difeomorfismos de um cspa.ço homogêneo 
compacto G/ f/ e que S é subsemigrupo de nm grupo de Lie G, com interior náo vazio 
I 0!1 
em G. Se g é um elemento 110 grupo de Li~ G ex é um ponto arbitrário em G/ H, entâ.o 
denotaremos por w(.r,g) o w-limitc em rdaç.ào o. n.ç.ào de g, ou s('ja 
y E w(:r,g) {:;} exist.e uma. :mbsequPncia g"' com g"ix--+ y 
Sabemos que 
u{r,g) = nfe{g'(x) I r 2 nJ 
, 
Precisaremos do seguinte lema 
Letna 3 Suponha que x pcdence a um espaço homogêneo compacto Gl H c g E intS'. 
Então existe n0 , natural positivo c um conjv.nlo controlável efetivo D , tal q1tc g"x E Do 
pq.ra todo n ~ n 0 • 
Demonstração: Sabemos de [3:l] Proposição 2.13 que existe n1, natural, t.a] qnP 
g"x E inlD para todo n ~ 11 1 • Tome n ~ n 1 • Como g E intS temos que gg"x = g"+ 1x E 
(intS)D n D = D0 • Seja entào no= n1 + 1. Por indução temos g"x E D0 Vn ~ n0.D 
Como corolário do lema acima temos 
Corolário 6 w( x, g) C f e( /J), onde /) é 1Lm conjunto controlável para S em. G I H. 
Demonstração: Do é deuso em D.D 
Como conseqüência temos o seguinte resultado 
Proposição 42 Sejam x E G j 11 (' g E f c( S). Então existem. conjuntos conlmló.vr-is para 
s~.A, f > o, A E :F 00 em G I 11 que serão denolndos por D(,A e tal que 
w(x,g) C nJe(D,,A)· 
,,A 
Demonstração: Como g E fe(S) exist.e n0 , natural, tal que g"0 E intS(,A,c > 
O, A E :F00 • Portanto existem coujuntos de controle para S{,A, denotados por D{,A, tal 
que w(x,gno) C fc(De,A), Vt >O, \IA E :F00 • Logo teremos que 
wCr,g) C w(x,g"") C n fe(D,,A) 
,,A 
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o. 
6.4 Transitividade por cadeias 
Apresentamos, nesta seção, um resultado, que achamos ser útil, sobre transitividade 
por cadeias em espaços homogêneos. Para isto, achamos conveniente, embora não seja 
necessário, definir recorrencia por cadeias. 
Seja :F uma famflia qualquer de subconjuntos de S. Se x E G/ H definimos f!(x) = 
{y E G f H I V c> O, VA E :F existe uma (5', t: 1 A)-cadeia de x para y }. Dizemos que G f J-1 
é recorrente por F-cadeias se x E fl(x),V.T E Gjl-J. 
Proposição 43 Se G /H é rermTe.nfc por .F -cadeias então G /H é tmnsitivo por :F-
cadeias. 
Demontração: Sejam E > O, A E F ,e x, y E G/ /1. Como estamos admitindo que 
G/H é conexo, existe um caminho n: [O,IJ ..----J. GjH com a(O) =:r e o( I)= y. Seja I 
o comprimento de a. Se l < ~ então d(.r:, y) < ~ 1 e como existe uma (S, j, A)-cadci<t. de 
x para x temos que também existe uma {S, E, A)-cadeia de x para y. Suponhamos que 
l >~e escolhamos t0 = O,tJ, ... ,ln-htn = 1 tal que d{o:(tj),a{tj+J)) < ~,j = O, ... ,n. 
Definamos Y.i = a(tJ)- Como Gl H é recorrente por F-cadeias existe uma {S, t. A}-cadeia 
de Yj para YJ e portanto uma (S, (, A)-cadeia de :r para y.D 
Teremos então o seguinte resultado sobrP t.ransitivida.de por FcontroJ-Cadeias. 
Proposição 44 Seja S um semi_q1·upo de cont1·ole. Suponha que 1 é w-lim.ilc de alguma 
trajeló1·ía do sistema de controle começando na identidade. Então G I H é transitivo por 
Fconlroi·Cadeias. 
Demonstração: Pela Proposição anterior hasta mostrar que G I H é t·ccorrcl\t(-' por 
cadeias. Para isto, tomemos :t: E G I!!, t > O, e A E Fcontrol· Como 1 é w-limite de 
alguma trajetória iniciando na. identidade, existi" u E U e uma seqüência ln -+ oo com 
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1r(l,u,tn) ~ I. Portanto 1r(l,n,t,):r. ~:r. quando n ~ oo. Como !I. = Ut>TA(t) e 
ln ~ oo, existe n0 , uat.ural, ta.\ '\IH~ 1r(l,u,l.,.0) E !I. e d(11"(1,u,f,0):c,.7:) <L Portanto 
x0 = x , :r 1 = :r c q0 = 1r( l,u, l.n0 ) determinam uma ( S, ( 1 A )-cadeia de x para x. O 
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Capítulo 7 
Conjuntos Controláveis por Cadeias 
em Variedades Flag 
A caractcrizaçã.o dos conj11ntos controláveis por cadeias como intersecção de mlljtmtos 
controláveis permite-no::; contar o número de conjuntos controláveis por cadeias , efetivos, 
numa variedade flag. Paremos isto, neste capÍtulo, utilizando as técnicas sobre conjuntos 
controláveis desenvolvidas em (29]. 
Obteremos, também, informação sobre a geometria do conjunto controlável por cadeia 
que contém o conjunto controlável invariante. 
Além disso, apresentamos alguns resultados que nos dizem quando um semigrupo é 
tra.nsitivo por cadeias numa variedade (]ag. 
7.1 Determinação do número de conjuntos controláveis 
por cadeias 
Para f > O e um :mbconjunto A E :F, seja W!,A o subgrupo W(St,A) associa.do ao 
semigrupo s,,A. Consideramos também o subgrupo 
WF(S') ~ n W,,A. 
c,A 
Daqni por diante supomos que a famflia F satisfisfaz tanto Pt quanto Pr. Corno as 
variedades flag satisfazem H, estamos na sitnação exigida pelo Teorema l. 
Para os conjuntos controláveis por .F-cadeias, o subgrupo W.r(S) desempenha o 
mesmo papel que W(S) para os conjuntos controláveis. De fato, para cada w E W, 
seja Ew o único conjunto controlável por .F-cadeias efetivo em B e que contém Dw, e 
para um subconjunto 8 do sistema simples de raizes , seja E~ o conjunto controlável 
por F-cadeias que contém D~. Com as notações acima, os resultados para conjuntos 
controláveis de [29] estendem-se para conjuntos controláveis por cadeias como veremos a 
seguu. 
Proposição 45 Com as notações acuna, temos 
1. WF(S') ~ {w E W: Ew ~E,). 
Demonstração: 
1. Para E > O, A E .F,e w E W, seJa D:1;A o conjunto cont.rolável correspondente a 
S~.A em B. Por dcfiniç.ií.o, w E l<V.r(S) .se e só se w E We,A para todos f, A, e isto é 
válido se e só se D~A = D~·A . Portanto, w E lV.r(S) se e somente se 
n D~A ~ n v;·A. 
c,A c,A 
O que mostra o primeiro cnuncia.do, já que pelo Teorema 1 o lado esquerdo da 
desigualdade é Ew enq11anto o lado dirP.ito é Et. 
2. W.r(S)wt = W.r(S)w2 se e só se w2wt1 E W.r(S) = n,,A W,,A para todo E, A, o 
que vale se e só se l<V,,Aw1 = W.,Aw2, que, por outro lado pela Proposição 6 do 
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Capitulo I é equivalente a [)~~;~ = /)~,;: para. l.odos t:, A. O Teorema 1 mostra então 
E l i' o que ,,1 = --'w2 • 
Proposição 46 Mantendo-se as notações a,cuna, temos que E,~1 
Wr(S)w, We = Wr(S)w2We. 
Demonstração: J~ análoga a da propos1çao acima utilizando a Proposição 9 do 
Capitulo l.D 
Estes resultados trazem como conseqüência que o número de conjuntos controláveis 
por F-cadeias, efetivos, é determinado por W.r(S'). 
Corolário 7 Na fronteira uut.úrnal B o número de conjuntos controláveis por F-cadeias, 
efetivos, é igual ao mírnero de elementos no espaço quociente l:V:r( S)\ W enqua.nto o 
número de conjuntos controlá1!cis po1' :F -cadeias, e/etivos1 na fronteira Be é i,qnal a ordem 
do espaço quociente dnplo VVr(S)\W/We.D 
Além da informação fornecida sobre o número de conjuntos controláveis por cadeias, 
o subgrupo lV.r(S) também nos dá informaçáo sobre a geometria do conjunto controlável 
por cadeia qne contém o conjnnt.o controlávd invariante. Temos, da Proposição 7 do 
Capftulo 1 que W(S) é o fmbgrnpo gerado por um subconjunto 8 do sistema simples 
de rafzes, isto se a câmara básica A+ é escolhida interceptando intS. Fixando-se esta 
câmara, o fato de que F satisfaz n ou Pr implica que ela também intercepta. iniS{,A 
para todos €, A. Portanto, W,,A também é gera.do pelas reflexões de um subC"onjnn1.o, 
digamos e, A, do sistema simples de rafzes associa.do a A+' assim, w( A = lVe A. Ternos 
' ' <, 
o seguinte lema técnico sobre as intersecções dos subgrupos We 
Lema 4 Dada qualquer famÜia {E>;}iEJ de subconjuntos de um sistema simples de Tai'zcs, 
temos 
Demonstração: De fato, w pe1·t.ewe ao subgrupo We se e só se wH =H para t.orlo 
1/ no subespaço BJ.. de a anulado por 8 (veja [:J6] Teorema 1.1.2.8). Como os 8;'s sào 
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subconjuntos de um sistema simples de rafzes, temos que (niei)J_ =L; 8f. Porta.nto, se 
w pertence a nil1'e;ele fixa os elementos em (n;8o) 1 . Isto mostra que n;We; c lVn;e,. 
Como a outra inclusão é imediata, temos a igualdade. O 
Aplicando este lema aos subgrupos vv,,A, obtemos que W.r(S) é gera.do pelas ren(-~XÔes 
definidas por algum subconjunto do sistema simples de raizes. 
Proposição 47 Suponha que :F satisfaz P1 e Pr e tomemos nma câmar·a básica A+ tal 
que A+ n intS #- 0. Seja 8(,A o subconjunto do sistema simples de rai~es a8sociado a A+ 
tal que W,,A = lVe._,A e defina 8.r = n,,A8e,A· Então 
Além disso, seJa Be:r a va.riulade flag con·e8]JMI.dente a 8.r, e denotemos 1J01' Ee:r o 
conjunto controlável por :F -cadeias em /Je :r que contém o conjunto contmlávr.l invariante. 
Então 
onde E é o conjunto conlrolá11r.l po1' :F-cadeias em B contendo o conjunto contmlá1Jr.l 
invariante e 1r : B -t Be:r é a jibração canônica. 
Demonstração: A demonstraçã.o de que WF(S) = lVe:r é imedia.ta a. partir do 
lema anterior. Temos da Proposição 7 que D,,A = 1r- 1 (D~AA) onde D(,A é o conjunto 
controlável invariante para S,,A em B c D~AA é o conjunto controlável invariante pam 
S(,A na fronteira Be._,A correspotHietJt.e a e(,A• Como e.r c e,,A, segue-se que Ber 
fibra-se sobre Be<,A assim lJ,,A t.ambém é a imagem inversa do conjunto controlável 
invariante para S,,A em Be:r o qual é denotado por D~;4. Ma.s, D,,A e /J~;4 contém 
os conjuntos controláveis invariantes para S em B e em Be:r respectivamet1te. Logo 
E= n(,AD,,A = 7l"- 1 (n,,AD~;í) = 1r-1(Ee:r)· o 
Como exemplos dos resultados acima b;~remos 
Exemplo 5 Seja G = Sl(n, ll) (11rja. o Fxr.mplo 2). Ternos que Be pode sf.:r 11i.<;to romo 
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F"(l, ... ,i1 -l,j1 +l, ... ,ik-l,jk+ 1,jk+2, ... ,n), onde F"(rJ, ... ,r.,) é a variedndr dr. 
flags V1 c ... c Vs com Vi subespaço euclidiano de dimensão r;. 
Sabemos Q1W a ordem de WB r dada por l We I= (jt-it +2)!. .. (jk-ik+2)!. o Corolário 
1 nos diz qtte o número de co11ju.ntos coni7·oláveis por F-cadeias efetivos em Be é. no 
má.úmo a ordem de W/YV0 , qu.e é n!/(j1 - i 1 + 2)!. .. (Jk- ik + 2)!. Caso Be seja o espaço 
projetivo RP"-1 , lemos qnr 0 = ll(2,n -1) r po1'lanto existem no máximo n eon.iunlos 
controláveis po1· :F-cadeias, cfdivo.~, em RP"-1 • Se Be = Gn~(n) é a gntssm.annio.nn 
dos subespaços de dimensão k em R" temos que 8 = IT(l,k- 1) U ll(k + l,n- 1) e 
portanto existem no máúmo n!/ k!(n- k)! = ( : ) conjuntos contmláveis por F-cadeias 
efetivos nos fiags minimais Grk(n). Mais especificamente tomemos G = Sl(3, R). Neste 
caso, e:ristem três fronteiras, a maximal F 3 (1,2), e duas minimais que são o espaço 
projetivo RP2 e a Gmssmanniana Gr2 (3). Para 8 1 = fl{l, I) e Eh = I1{2, 2) temos qne 
Be, = G•·2 (3) e Be, = RP'. Assim We, = {1,(1,2)} e We, = {1,(2,3)}. Como W,(S) 
i nm. snbgrupo dr. 111 , peln JWOJ!O-"içiio 17 c.úslrm qnniro possibilidades JHI.m. W .F ( S) qur 
são WeillVe2 , {1} ou W. No jla.g maximal lemos que We = {1} e W = WjlV<:-, tem 
6 elementos. Logo, as:mmindo qttc W.F(S) = IVfh e.ústem I W.F(S)/W I= 3 conjuntos 
controláveis por :F -cadeias f:jetivos no fiag mnximal. Se E é o conj1tnlo controlável por :F-
cadeias que contém o conjunto controlável invariante então E= E(2,.11 . Temo.'> to.mbém 
que E(1,2) = E(1,3 ,2), E(1,3 ) = E(1,2 ,3 ) e E = E(2 ,3 ) são os conjuntos controláveis po1' F-
cadeias efetÍ1JOS no jlag ma.úm.al. 
Exemplo 6 Seja G = Sp(n, R) o _qntpo rw.l simplético(veja {1}. Denotmnos por L~;(n) 
o conjunto dos subespnços isolrópico.'> de âirncw;;âo k em R2n. Sabemos que Lk(n) são 
variedades jtag com álgebras de isotropia p 8 desc1·itas em {1. Para 8 = E- p.k- ).k+1 } 
com k:::; n- 1 temos que a ordem de We f. (k)!.2"-k(n.- k)! Portanto o Corolário 1 nos 
d . 't • ' 2" ljk12n-k( ·-k·)l- 2' ljkl( -k)l- 2' ( n) · 1 1z que c.T1S em no ma.'"C1.mo n. ... n . - .n. . n . - k con)U1LO.~ 
controláveis por :F-cadeias efetivos em L~;(n). 
Para 8 = E- {2>.,} temos que We é o grupo de permutações em n r.lcmenlos. 
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Portanto o Co1·olá1·io 7 nos diz que existem no máximo 2" conjuntos conlmláucis pm· 
F -cadeias efetivos em Ln ( n). 
Determinemos o númem máximo de conjuntos controláveis por F -cadeias efetivos em 
qualquer jlag B(0. Para isto, srja l1 (i, j) = {Àr - Àr+l : i :-5 r :-5 j e j < n}. Temos 
que qualqurT 8 c fi é uma das uniàes disjuntas e= fl(i 1 ,jt) U ... U IT(ik,)k) U {2.\.,} on 
e= Il(it.j1) u ... u fl(1:k,jk) com j1 +I < i1+t pam todo l = 1, ... , k- I e k::; n- 1. Se 
8 = U(ihjt) U ... U IT(ik,)k) temoB que lV8 é o produto di1·eto dos grupos de pennutações 
dos conjuntos {it, ... ,j1 + 1} e portanto I VFe I= (j1 - Ít + 2)!. .. (jk- ik + 2)!. Assim o 
número de conjuntos controlávcit~ por F-cadeias efetivos em Be é no máximo a ordem 
de W/We que é 2"n!/(j1 - i1 + 2)!. .. (j,- i,+ 2)!. Se 8 = II(i~>]J) U ... U li( i,, j,) U {2.\") 
temos duns possibilidades a considera1·: )k = n- 1 ou jk < n- 1. Se jk = n- 1 lemos 
que I lVe I= (jt - it + 2)!...{ik-1 - h- 1 + 2}!(n- ik)!2n-ik. Logo existem no máximo 
f!kn!/(j 1 -i 1 +2)!. .. (jk-l-ik-l +2)!(n-ik)! conjuntos cont7'0láveis efetivos porF-r:ndP.ia.c; 
em B8 . Se jk < n- 1 a m·dem de We i<erá (j1 - i1 + 2)l ... (jk- ik + 2}!.2 e e.ústem no 
má.r:imo 2n-tn!/(j1 - i 1 + 2)!. .. (jk- ik + 2)! conjuntos controláveis por F-cadeias efetivos 
em Be. 
Exemplo 7 Os gn1pos de Lie simple.c; não compactos. Seja F uma famÚia de subcon-
Juntos contida num sem1:gntpo de inte1·inr niio vazio contido num grupo de Lie simples 
não compacto e 1'eal. O núme1·n máximo de conjuntos controláveis por F-cadeias numa 
vaTicdade flag do gTUJJO pode ser determinado através da tabela 1 que determina a ordem 
de W/W8 . 
7.2 Transitividade por cadeias. 
Iniciamos esta seçao com alguns comentários sobre transitividade por cadeias em 
variedades flag. 
Mostrou-se em [25] Teorema. 4.2 quP o único semigrupo com interior nao va:t:io de 
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G que satisfaz lV(S) = W é o próprio G caso G tenha centro fmito. Como a. a.ça.o 
do centro de G é trivial, temoil que se W(S) = W então S é transitivo em qualquer 
fronteira. Como lV.r(S) = nlill,,A, segue-se que se W.r(S) = W entã.o os semigrupos 
S,,A são transitivos nas varieda.des Aag. Assim a igualdade W.r(S) = W implica que Sé 
transitivo por F-cadeias em qualquer variedade flag já que os conjuntos controlcivcis por 
cadeias são intersecções de conjuntos controláveis para S(,A• Reciprocamente, suponha 
que S é transitivo por F-cadeias em alguma fronteira. Então S,,A é transitivo nesta 
fronteira pam quaigquer f > O e A E F. Pela Proposiçã.o 10 ternos que se G é simples 
e tem centro finito então o único semigrupo que é transitivo em alguma fronteira é o 
próprio G . Novamente, o fato de que o centro de G é finito nã.o é relevante já que a 
ação do centro nas variedades flag é trivial. Portanto, como G é simples, S,,A = G, S,,A 
é transitivo em qualquer fronteira para t.odos f, A, e se S é transitivo por cadeias em 
alguma variedade ftag então W _r( S) = JtV . Resumindo, temos 
Proposição 48 Supondo as r.ondições acirna sobre F 1 então VVF(S) = W implica que S 
é transitivo po1· :F -cadeias em qunlqu.e1· varirdadr jlag. Reciprorn.mentc, se S é fran.'litivo 
por F-cadeias em algnma va1·ir::dade jlag e G é simples então W.r(S) =H! .O 
É interessante t.er condições a.sr>t~gurando que um semigrupo seja transitivo por cadeias 
nas fronteira.s. Foi mostrado em [25] Lema 1.1 que um semigrupo é tra.nsitivo nas var-
iedades (iag (e é na verdade o grupo todo se este tem centro finito) ca.•:;o ele conten!ta 
em seu interior um elemento nilpotent.e. Como os conjuntos controláveis por cadeias 
são intersecções de conjuntos controláveis de um semigrupo gerado por vizinhanças de 
subconjuntos 1 é natural que um sPmigrupo seja transitivo por cadeias se ele contém,nã.o 
necessariamente no seu int.erior 1 elementos nilpotentes. 
Proposição 49 Seja F mna Jam.Úia de subconjuntos de S e suponha que pam todo J\ E 
:F, existe n E A tal que n = expX e ad(X) é nílpotente em. g. Então Sé transit.ivo por 
F -cadeias em qualquer vm·icda.dc .fla.g. 
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Demonstração: Os sernigrupoH ,S',,A sào gerados por uma vi7,i11hança de A. Assim 
n E intS,,A admitindo-se qn0 n f.. como no {mUHciado. Segue-se então de [25] Lema 4. l 
que St,A é transitivo nas fronteiras . Pela Proposição 30 temos que S é transitivo por 
cadeias. O 
Um caso coberto por esta proposição é o caso em que :F= Foo e o semigrupo contém 
um elemento n t.al que n = exp X e ad(X) é nilpotente em g . Como o subconjunto 
{nk: k;::: 1} não é compacto, e nk também é a exponencial de um elemento nilpot.cnte, 
a hipótese da proposição anterior i~ verdadeira para todo A E :F00 • 
Como um exemplo de um semigrupo satisfazendo as condições acima temos: 
Exemplo 8 Seja sz+(n, ffl) o semigrupo das matrizes em Sl(n, IR) q1le tem enlmdns 
positivas. Este semigrupo tem interior não vazio e contém as mai1'izes tr1:angularcs sn-
peTiores cujos elementos na diagonal são iguai.5 a 1. Como tal matriz é n exponenrial dr, 
uma matriz X com ad( X) nilpol.cnte, .<>egue-sc que S [+( n, iR) é transitivo por :F 00 -cadeias 
em qualquer variedadr. flag. Obsc1·vc que isto é verdadeiro apesar da não lmnsitividade 
de sz+(n, IR) . 
De modo ct a.presenta.r outra técnica para. dd,erminar transitividade por cadeias, con-
sideraremos os seguintes exemplos de semigrupos de Sl(n, Ht). 
Exemplo 9 Seja W um cone ponl11.a.l de inl.e1·i01· não ?Jazio em R?". Isto signifir.a que 
lV é um cone convexo que não contém subespaços de dimensão positiva. Defina 
Sw ~ {g E Si(n, IR): gW c W). 
Tome v E W, v =/:- O c complemente-o a uma bru:;e j3 ={v, e2 , ••• , e01 } tal q11e o snbespaço 
_qemdo por {e2 , ••• ,e,} tenha inteTsecçã.o nnla com W. Seja H, a aplicação linear que 
na base/3 édiag{n-l,-1, ... ,-1}. Ajinnrmws q-ue exp(t!!,) E W para. lodo.<; t;::: O. 
De fato, tome w E H! e esacva w = n1 v+· · ·+a, e,. A escolha de fJ im.plim. que a. 1 > O. 
Mas 
tHv -t( "' !) + _, e w = e e - at v e w 
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isto mostm qne exp(t!!v)w E l·V. No caso em que v E intW esta igualdade mostm além 
disso que exp(tH.,)w E intW. Este fntn juntamente com um argumento simples envol-
1Jendo a continuidade da ação de Sl(n, D?) assegura. que se v E intW então exp(tH.,) E Sw 
, e portanto Sw tem interio1· não vazio. Mas, exp(tH.,) pertence a um subgrupo euclidi-
ano de Sl(n, Di) e seu o}ratm· no espaço projeti?JO é a reta gerada por v. Disto Begue-se 
que Sw tem somente dois conjuntos controlá?!cis quando age no espaço pro_jctivo. O con-
junto controlável invm·iantr C é o conjunto das retas contidas em W U -lV, enquanto 
o outro conjunto controlável é o complemento de C em IRr~-t {veja {29} Teorema 6.11 
para detalhes). 
Mostro. remos que Sw é tmnsitívo por· F 00 -cadeias em mpn-t e po7'ia.nto, pela proposu;iio 
48, em qu.alquer var·iedade jlag. De Jato, pn.m qualquer A E Foo e E > O os conjuntos 
conb·oláveis para Sw estão contidos no.<> conjuntos controláveis para (Sw ){,A· Agora, 
tomemos v na frontdra de lV. Então para l > O suficientemente grande exp(t 11.,) E A já 
que exp(tH.,) não esta contúlo em nenhum subconjunto compacto. Portanto, exp(tH.,) E 
int(Sw )t,A e como seu nlraf.oT em mpn.-t é rcln gemda po1·v, segue-se que e.sto. reta está 
no interior do conjunto contmlávcl inva1·ianie para (Sw )~,A, que portanto intercepta o 
complemento de C. Isto mosl.ra qtt,c ( Sw )e,A lcm nm único conjunto conll·olável inva.ri-
ante e portanto é transitivo no espaço projetivo. Como t: 1 A foram tomados arbif.raria-
mente, segue-se que S'w é tran81:tit!O JW1' :F00 -mdeias em fRpn-J c po1'ianto em. qna.lq11.cr 
variedade fiag. 
121 
Bibliografia 
[1] 1\rnold,L. W.Kliemann e E. Oeljekla.us: Lyapunov exponcnts of linear stochastic 
systerns. Em Lyapunov Exponents (Arnold,L. and Wihstutz,V. eds.). Lecture Notes 
in Mathematics 1186 Springer-Verla.g ( 1986) 
[2] Arnold,V.I.: Malhcuw.lical methods of classical mechanics. Graduate Texts in Math-
ematics 60 Sprillger- Vcrln.g ( 1978) 
[3] Assoudi,R. El e .J.P. Gauthier: Conlrollability of right invariant systems on real 
simple Lie groups o/ Type F,~, G2 , Cn, e B 11 • Mathematics o f Control Signals Systems 
(1988) 1: 293-301. 
[1] Barros, C . .J.B. e San Martin,L.i\.13.: Chain conlml seis for scmi,qroup adions on 
homogencous spaces. Relatório Técnico UNICAMP 31 (1991). 
[5] Barros, C .. J.B. e San Martin,L.A.B.: On thc nu.mbe1· of control seis on projcdi1Je 
spaces. Relatório Técnico UNICAMP 67 (1994). Submetido. 
[6] Boothby,W.M.: A lmnsili1;ify pmblr.m from contml thcory . . Jourual of Difrer~ntial 
Equations vol 17 (1975), 296-307. 
[7] BootiJby, W .M. e Wilson, E. N .: Detenninalion o f lhe transílivíty o f bilinear sysfems. 
SIAM .Journal of Control and Optimization vol17 (1979), 212-221 
[8] Colonius,F. c W. Klicmann: Limif bdwm:m· and _qcncricity o f nonlinen.r contmlsys-
tcms. Relatório Técnico. Universidade dP. Angsburg. 
[9J Colonius,F. e W. Kliema.nn: Some aspccls of contrai systems as dynamical syslcms. 
Journal of Dynnmics and Difrerential Equat.ions, vol. 5, :J (199:1),469-494. 
122 
[10] Colonius, F. e W. Klienmnn: Linear contml semigroups ading on projective spacf'.s. 
Journal of Dynamics a.nd Dilfercntial Equations vol. 5, 3 (1993),495-528. 
[11] Colonius,F. e W. Kliemann: Remarks on c1-godic theory of stochastic fiows and con-
trol flows. Em Proceedings o f the Conference on Stochastic Flows (Wihstutz, V. ed.) 
Birkhã.user (1990). 
[12] Colonius,F. e W. Klicma.nn: Lyapttnov exponents of conirol fiows. Em Lya.punov 
Exponcnts (Arnold,LjEckemann,C.;Craucl,H.,eds.) Lecture Notes in Ma.thema.tics 
1486, Springer-Verlag (1991). 
[13] Crouch,P.E. e F. Silva Leite: Contmllability on Classical Lie Groups. Mathematics 
of Conl.rol Signals Sysl.ems (1988) 1: 31-42. 
[14] Fulton,W. e J. Barris: Represr.ntation theor·y. Gra.dua.te Texts in Mathema.tics 129, 
Springer-Verlag (1991). 
[15] Gauthier,.J.P. c n. Bornanl: Coni.mlnbilité drs systf:.mr.s bilinéair-cs. SIAM .Jonrnal 
on Control and Optimization, 20 (1982), 377-384. 
[16] Helga.son,S.: D~f]e.1·ential gcometry, Lic groups, and symmetric spaces. Academic 
Press (1978). 
[17] Hilgert,J., K.ll.Ilofmann e .J.Lawson: Lie groups, conve.'!: cones and sem.i_qmu]JS. 
Oxford Univen;ity Press, Oxford(l989). 
[18] Hilgert,J. e K.H. Neeb, Lie semigronps and their applicntions. Lecture Notes m 
Mathematics 1552 Springer-Verlag (1993). 
(19] .Jakubczyk,B. e E.D. Sonta.g: Controllability o f nonlinear discrcte-time systems: a 
Lie-algebraic approach. SIAM .Journal on Control and Optimization 28 (1990), 1-33. 
[20] Jurdjcvic,V. e I. Kupka: Cont.ml systems on se.m.isim.ple Lie. groups and thcir homo-
geneous spaces. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 31 (1981), 151-179. 
[21] .Jurdjcvic,V. e ILJ.Sussmann: Contmlsystcms on Lic gronps . .Jomnal of Differeutin.l 
Equations 12 ( HJ72), 31 :1-329. 
[22] Kobayashi,S e Nomizu,K: Fottndations of differcntial geometry. John Willey & Sons 
(1963). 
[23] Montgomcry, D. e Zippin, L. : Transfonnation gmups. Interscience (1955) 
[24] Onishchik, A. L. e Vinherg E. B.: L ir. groups and algcbraic groups. Springer-Verlag 
1990. 
[25] San Martin,L.: lnvariant contml sds on fla.q manifolds. Mat.hematics of Control, 
Signals and Systems vol.G (l9~Ja), 41-61. 
[26] San Martin, L.A.B. : Uncar semigrottps acting on Stiefel manifolds. Relat.úrio 
Técnico UNICAMP 32 (1994). 
[27] San Martin, L.A.B.: On global conlrollability of discrete-timc control systems. Re-
latório Técnico UNICAMP 35 (1991). 
[28] San Martin, L.A.B.: Two rc.<~nlts on ma:rirnn.l subsemigrottps of Lie gr·oups. Relatório 
Técnico UNICAMP (1992). 
[29] San Martin,L.A.B, e P.A. Tonelli: Semi_qroup actions on homogeneous spaces. A 
aparecer em Scmigroup Forum. 
[30] Sa.n Mart,in, L.: lnvan:anl contrai sei.<; on jilwe lmndlc. Tese. Universidade de War-
wick, (1986). 
[31] San Martin,L.A.B.: C'ontml sel.s and ,<;emigroups in semi-simple Lie gmups. Em 
Semigroups in algebra., geonwtt·y and ana\ysis. Gruyter Verla.g ( 1994) 
[32] Steenrod,N .: The Topology o f fibre bnndk'i. Princeton University Press, Princdon 
(I 951 ). 
124 
[33] Tonelli,P.A.: Contrai .':;cfs on h.omo_qencons spaces. Tese. Universidade de Brem~n 
(1991). 
[34] Varadarajan,V.S. : Hannonic analysis on real reductive gronps. LNM-Spring~r, .576 
(1977). 
[35] Varadarajan, V.S.: Lic G1·mtps, Lic Algeb1·as, and theír Representations. Prentice-
Hall, 1nc. (1960) 
[36] Warner, G.: J!o.rmonic ana.lysis on semi-simple Lie gronps. Springer-Verlag (1972). 
125 
